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ANNALEN DER PHYSIK. 


VIERTE FOLGE. BAND 44. 


1. Über die Fortpflanzung me 
des in dispergierenden Medien; 
von A. Sommerfeld, 

§ 1. Einleitung und Ergebnisse. 

Die vorliegende Untersuchung, über deren Resultate ich 
schon auf der Dresdener Naturforscherversammlung!) berichtet 
habe, ist ein gekürzter Abdruck einer Abhandlung, die in der 
Festschrift zum 70.Geburtstage von Heinrich Weber veröffent- 
licht ist.2) Den Anlaß zu ihrer Neubearbeitung bildete die 
nachfolgende Untersuchung von Hrn. L. Brillouin, der die 
hier benutzten Methoden (komplexe Integrationswege) erfolg- 
reich weiter ausgebildet hat. 

Wenn in der Überschrift von der Fortpflanzung des 
„Lichtes“ die Rede ist, so muß vorab betont werden, daß wir 
nicht von natürlichem (polarisiertem oder unpolarisiertem) Licht 
handeln werden, wie es durch wirkliche Lichtquellen unter Zu- 
hilfenahme von wirklichen Polarisations- oder Dispersionsvor- 
fichtungen erzeugt werden kann. Solches Licht besteht immer 
aus vielen, nur ihrer mittleren Intensität nach kontrollierbaren 
Wellenzügen. Demgegenüber werden wir einen genau definier- 
ten speziellen Schwingungsvorgang als auffallendes Licht zu- 
grunde legen, bestehend aus einer regelmäßigen Folge unter 
sich gleicher Sinusschwingungen. Wäre derselbe beiderseits 
unbegrenzt, so würde eine Fortpflanzungsgeschwindigkeit sich 
überhaupt nicht definieren lassen. Da das einzige Merkmal bei 
einer unbegrenzten Schwingungsfolge die jeweilige Phase ist, so 
könnten wir nur die Phase im auffallenden Licht der ent- 
sprechenden Phase in einer gewissen Tiefe des durchlaufenen 
Mittels zuordnen. Wir kommen dadurch zum Begriff der 


1) Unter dem Titel: Ein Einwand gegen die Relativtheorie der 
Blektrodynamik und seine Beseitigung (Phys. Zeitschr. 8. p. 841. (1907) 
und Beiblätter 33. p. 413). 

2) Leipzig 1912, bei BG. Teubner. 

Aunalen der Physik. IV. Folge. 44. notes 
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Phasengeschwindigkeit, die für alle Interferenzfragen, also für 
die Mehrzahl der optischen Erscheinungen, in der Tat maß- 
gebend ist. Was man gewöhnlich unter „Lichtgeschwindig- 
keit“ in einem optisch nicht-leeren Mittel versteht, Vakuum- 
geschwindigkeit c geteilt durch Brechungsindex u, ist nichts 
anderes als diese Phasengeschwindigkeit. Nur im optisch leeren 
Mittel (Vakuum, Luft) ist die Phasengeschwindigkeit zugleich die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit. In einem anderen Mittel sagt sie 
nur aus, wie die Phase des Lichtes durch die Mitwirkung 
dieses Mittels (nach der heutigen Dispersionstheorie durch das 
Mitschwingen der darin enthaltenen Ionen oder Elektronen) 
verzögert wird, lehrt aber nichts über den Prozeß der Fort- 
pflanzung; ist doch bei einem unbegrenzten Wellenzuge die 
Lichterregung in allen Teilen des Mittels seit unendlich langer 
Zeit stationär vorhanden. 

Um über die Fortpflanzung etwas aussagen zu können, 
müssen wir vielmehr einen begrenzten Wellenzug haben: Ruhe 
bis zu einem gewissen Zeitpunkte, dann eine z. B. gleichmäßige 
Folge von Sinusschwingungen, die ihrerseits nach einer ge- 
wissen Zeit abbricht oder die unbegrenzt fortdauert. Einen 
solchen Wellenzug werden wir ein Signal nennen. Hier kann 
man von einer Fortpflanzung des Kopfes sprechen (Kopf- 
geschwindigkeit, Frontgeschwindigkeit) oder bei einem abbrechen- 
den Wellenzug in gewissem Sinne auch von einer Geschwin- 
digkeit, mit der sich der Schluß des Signals in das Mittel 

hinein überträgt. Der Schluß des Signals markiert sich natür- 
lich nicht so wie der Kopf, daß er ein Gebiet völliger Ruhe 
von einem Gebiet der Bewegung trennt. Vielmehr folgt auf 
‘den Signalschluß noch ein langer (eigentlich unendlich langer) 
_ Restvorgang von abklingenden Ionenschwingungen. Immerhin 
markiert sich der Signalschluß, wenn auch im Bilde des Be- 
_ wegungsverlaufes nicht deutlich erkennbar, in den Formeln 


der Ionen übrig bleiben. Da wir ein abgebrochenes Signal 
immer auffassen können als Überlagerung eines ersten un- 
begrenzt fortdauernden mit einem zweiten beim Signalschluß ein- 
-setzenden, ebenfalls unbegrenzt fortdauernden Wellenzuge von 
_ entgegengesetzter Phase, welcher den ersten Wellenzug für die 
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Folge gerade aufhebt, so ist die Schlufgeschwindigheit des abge- 
brochenen Signals identisch mit der Kopfgeschwindigkeit eines ein- 
setzenden Signals. Von der Kopfgeschwindigkeit ist zu unter- 
scheiden die Signalgeschwindigkeit, d.h. diejenige Geschwindigkeit, 
mit der sich der Hauptteil der Lichtbewegung in das dispergierende 
Mittel fortpflanzt. Es zeigt sich nämlich, daß das Signal beim 
Fortschreiten keineswegs seine ursprüngliche Gestalt beibehält, 
daß in einer gegebenen Tiefe des Mittels vielmehr zunächst eine 
sehr schwache Lichtbewegung eintrifft, die „Vorläufer“, die 
sich allmählich bis zu einer der auffallenden Intensität ent- 
sprechenden Größe steigern. Es ist das wesentliche Resultat 
der Arbeit von Hrn. Brillouin, daß diese Signalgeschwindig- 
keit praktisch übereinstimmt mit der Gruppengeschwindigkeit, 
nämlich immer dann, wenn die auffallende Wellenlänge ver- 
schieden ist von der Eigenwellenlänge des dispergierenden — 
Mittels, wenn also die Lichtbewegung ohne starke Absorption 


fortschreitet. 
Von der Frontgeschwindigkeit werden wir hier zeigen, 
daß sie unter allen Umständen identisch ist mit der Vakuum 


| geschwindigkeit c, gleichviel ob das Mittel normal oder anomal — Er 2 
dispergiert, ob es durchsichtig ist oder absorbiert, ob es in“ ee 
einfach oder doppelbrechend ist. Der Beweis gründet sich == 
auf die Dispersionstheorie des Lichtes, nach der die verschie- _ 
denen optischen Eigenschaften der Körper durch das Mt- 
| schwingen von Teilchen, Elektronen oder Ionen, zustande 
kommen. Im folgenden werden wir diese Teilchen als onen 
) bezeichnen, darunter aber auch den Fall der reinen Elektronen- _ 
f schwingungen mit einbegreifen. Vom Standpunkt der ursprüng- — 
) lichen Maxwellschen Theorie, nach der die Dielektrizitäts- 
\ konstante ¢ und daher auch der Brechungsindex Ys eine dem — 
. Mittel eigentümliche Materialkonstante sein soll, wäre die : 
Phasengeschwindigkeit 7= eine wirkliche Fortpflanzungs- 
y geschwindigkeit der in dem betreffenden Mittel sich ausbrei- _ 
\ tenden Störungen, gerade so wie es die Geschwindigkeit c im  —S 
] Vakuum ist. Nach unseren derzeitigen Erfahrungen und ihrer 
. Zusammenfassung in der Elektronentheorie gibt es aber nur ; 
- ein einheitliches Mittel elektrodynamischer Wirkungen, das 
Vakuum, und sind die Abweichungen vom Optisch-Leeren auf _ 
mitschwingende Ladungen zurückzuführen. Wenn die Front — 
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unseres Signals das optische Mittel durchsetzt, findet sie 
die schwingungsfähigen Teilchen zunächst in Ruhe vor’) (ab. 
gesehen von der Wärmebewegung, die als ungeregelte Be 


wegung unwirksam ist) Zunächst ist daher das Mittel schein- 
bar optisch leer; erst von dem Momente an, wo die Teilche 


in Bewegung versetzt werden, können sie Einfluß nehmen auf 
die Phase und Form der Lichtschwingungen. Die Fortpflan- 
zung des Wellenkopfes aber erfolgt ungestört und unabhängig 
von der Beschaffenheit der dispergierenden Ionen mit Vakuum- 


geschwindigkeit. 
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Licht rot gefärbt. 
___ standteile mit der gleichen Geschwindigkeit ce durch die Platte 


a energie alle Bestandteile in gleicher Weise bei. 


Voigt zu meinem Dresdener Vortrag, Zeitschr. i & 


Von hier aus werden die nachstehenden Folgerungen aus 
unserer Untersuchung unmittelbar verständlich. Leider sind 
diese Folgerungen rein theoretischer Natur und kaum mit dem 
Experiment zu vergleichen wegen der Kleinheit der dabei in 
Betracht kommenden Energiemengen und der Kürze der er 
forderlichen Beobachtungszeiten. Auch machen wir von den 
Formeln der Dispersionstheorie eine etwas weitergehende An- 
wendung als sich physikalisch rechtfertigen läßt. Wir dehnen 
sie nämlich aus bis zu beliebig kleinen Wellenlängen, während 
sie ihrer Ableitung nach Gültigkeit beanspruchen nur für 
Wellenlängen, die groß gegen die Abstände der dispergierenden 
Teilchen sind. Unsere Folgerungen lauten: 

Wenn wir weißes Licht senkrecht auf eine dispergierende 
Platte fallen lassen, so eilen in dieser die weniger brechbaren 
(und daher „schnelleren‘) Bestandteile des weißen Lichtes nicht 
etwa den stärker brechbaren (,,langsameren“) Bestandteilen vor- 
aus und es ist nicht etwa im ersten Moment des Austritts das 
Vielmehr läuft die Wellenfront aller Be- 


und es tragen zu der im ersten Moment austretenden Licht- 
Diese zuerst 
austretenden Vorläufer zeigen übrigens nicht die Farben der 
Bestandteile, aus denen sie hervorgegangen sind, sondern haben 
eine durch das Dispersionsvermögen und die Dicke der Platte 
bestimmte ultraviolette Wellenlänge und eine äußerst geringe 
Stärke. Die Form der Lichtbewegung wird beim Durchgang 


1) Diese Richie verdanke ich den Diskussionsbemerkungen von 
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durch die Platte anfangs, während die Ionen in Schwingung ver- 
setzt werden, so gründlich verzerrt, daß überhaupt keine Ähnlich- 
keit besteht zwischen der Form des auffallenden und des anfangs 
austretenden Lichtes. Auch wird so viel Energie zur anfänglichen 
hen Beschleunigung der Ionen zurückgehalten, daß die anfangs aus- 
au § tretende Energie sehr gering ist im Verhältnis zur auffallenden. 
a In nahe liegender Erweiterung dieser Resultate können 
68 5 wir fortfahren: Wenn das Lichtsignal schief auf unsere Platte 
Im. 5 fällt, so wird es zuerst überhaupt nicht gebrochen oder reflek- 
tiert. Der Brechungsindex richtet sich erst mit der Ausbildung 
aus # der Ionenschwingungen allmählich ein, während die Front des 
ind § Signals und die soeben genannten sehr kurzwelligen Vorläufer 
em # unsere Platte unabgelenkt durchlaufen, wie wenn sie Luft 
in § wire. Weiter aber: Läßt man auf eine Platte aus Kalkspat 
er @ oder Quarz ein unpolarisiertes Lichtsignal fallen, so würde ~ 
len # man zu Beginn des Austritts nicht linear oder zirkular 
in- 9 polarisiertes Licht sehen, wie man erwarten könnte, wenn sich 
ıen der „schnellere“ Strahl wirklich schneller fortpflanzte wie der 
md § „langsamere“. Vielmehr ist auch hier die Kristallstruktur in 
für § optischer Hinsicht anfangs gar nicht vorhanden und tritt erst 
len # allmählich in Wirksamkeit; ebensowenig ist zu Anfang Doppel- — 
brechung vorhanden. 
de Das urspriingliche Interesse unseres Problems hing mit 
en # der Relativitätstheorie zusammen. Diese lehrt bekanntlich, 
ht U daß Überlichtgeschwindigkeit durchaus unmöglich ist, sowohl als 
or- 0 Konvektivgeschwindigkeit eines bewegten Elektrons oder Kör- | 
las Ü pers, wie auch als Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines elektro- 
3e- M dynamischen oder mechanischen Signals.') W. Wien bemerkte 
tte 9 nun, daß es im Spektrum eines anomal-dispergierenden Mittels — 
ht: # in der Nähe der Absorptionslinie ein Gebiet geben kann, wo — 
rst § der Brechungsindex <1, also die „Lichtgeschwindigkeit‘‘ 
ler § (gleichviel ob man darunter die Phasengeschwindigkeit oder 
en die Gruppengeschwindigkeit versteht) größer als c wird. Dieser 
te f scheinbare Widerspruch gegen das Relativitätsprinzip mußte 
ge geklärt werden. 
ng Bedeutet n die Frequenz des Lichtes (Anzahl der Schwin- 


on 
1) A. Einstein, Jahrbuch der Radioaktivität 4. p. 412. 1912. § 5; 


vgl. auch M. Laue, Phys. Zeitschr.12.p.48.1911. $= | 
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gungen in 2a Zeiteinheiten), A die ,,Wellenzahl“ (Anzahl der 
Wellenlängen auf 22 Längeneinheiten), 7 die Phasengeschwin- 
digkeit, U die Gruppengeschwindigkeit bei der Frequenz n und 
sieht man von der Absorption ab, setzt also k als reell voraus, 
so ist bekanntlich 


n dn 
wofür man auch schreiben kann TR 
> 


Bei pore Dispersion dY//dA< 0 wird hiernach U>/J, 
Ist also 7 bereits größer als c so würde ein Fortschreiten des 
Signals mit der Gruppengeschwindigkeit U erst recht zu einer 
Überlichtgeschwindigkeitswirkung führen, die relativtheoretisch 
unmöglich ist. 

Nach den oben bereits mitgeteilten Resultaten besteht nun 
in der Tat gar keine Schwierigkeit: Die Front des Signal 
pflanzt sich unter allen Umständen mit der Vakuumgeschwin- 
digkeit c fort; der Hauptteil der Energie folgt mit der not- 
wendig kleineren Signalgeschwindigkeit. Diese*ist nach Hrn. 
Brillouin im allgemeinen merklich gleich der Gruppen 
geschwindigkeit, indessen mit Ausschluß der Nähe der Absorp- 
tionsbande, des Gebietes der anomalen Dispersion. Hier büßt 
die Gruppengeschwindigkeit ihre Bedeutung als Signalgeschwin- 
digkeit ein; die soeben konstruierten relativtheoretischen 
Schwierigkeiten beruhen also nur auf einer Überschätzung 
des Begriffes der Gruppengeschwindigkeit bezüglich der ge 
wöhnlich als „Lichtgeschwindigkeit“ bezeichneten Phasen- 
geschwindigkeit. 

Wir fügen zunächst einige allgemeine Bemerkungen über 
den Begriff der Gruppengeschwindigkeit ein. Man zeigt be- 
kanntlich an einzelnen Beispielen!), daß bei einem aus Wellen 


1) Vgl.z.B. A.Schuster, Einführung in die theoretische Optik, $ 188. 
Daß solchen Beispielen keine allgemeine Beweiskraft zukommt, ist von 
W. Wien, Encykl. d. Math. Wiss. V'22, Nr. 28 und von P. Ehrenfest, 
Ann. d. Phys. 33. p. 1571. 1910, dargelegt worden. Wegen der I. ¢. 
von A. Schuster hervorgehobenen Möglichkeit einer negativen Gruppen- 
geschwindigkeit in der Nähe einer Absorptionsbande vel. die im Text 
genannten Gesichtspunkte von M. Laue. 5 
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benachbarter Schwingungszahlen bestehenden Aggregat, einer 


„Wellengruppe“, ein maximaler oder sonstwie ausgezeichneter 


Wert der Amplitude sich nicht mit der Geschwindigkeit 7 


sondern mit U fortpflanzt. Darüber hinaus hat M. Laue’) 
gezeigt, daß bei natürlichem, d. h. ungeordnetem, nur seiner 
mittleren Intensität nach bekanntem Licht die Gruppenge- 
schwindigkeit maßgebend ist für die Fortpflanzung der Energie 


ins Innere des dispergierenden Mediums. Dabei wird eingehend Bar 


begründet, daß bei anomaler Dispersion, wo wegen der starken 
Absorption der Begriff der natürlichen Strahlung nach kurzen 
Wegstrecken seine Gültigkeit verliert, die Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit der Intensität nicht mehr scharf zu definieren 


ist, In Fällen also, wo die Gruppengeschwindigkeit > c (oder — 
event. vgl. Anm. negativ) wird, erleidet der Satz von der Gleich- 5 
heit der Gruppengeschwindigkeit und Fortpflanzungsgeschwindig- _ 
keit eine Ausnahme, weil es für statistisch definiertes Licht 
überhaupt keine präzise Fortpflanzungsgeschwindigkeit gibt. — 
Daß die Fortpflanzung des Wellenkopfes in allen Fällen mit 


einer Geschwindigkeit =c erfolgen müsse, wird aus den all- 
gemeinen Anschauungen der Elektronentheorie geschlossen 
Dieses Ergebnis steht also mit unserem bestimmter gefaßten 


Resultat in Einklang. Ob die Gruppengeschwindigkeit auch — N 


bei individuellen Lichtsignalen, wie wir sie betrachten, eine Rolle 


spielt, kann die Lauesche Untersuchung ihrer ganzen Anlage 


nach nicht entscheiden. Durch die Arbeit von Hrn. Brillouin 
wird diese Frage aber bejaht, unter der schon von Laue als 
notwendig erkannten Einschränkung, des Ausschlusses der Ab- 
sorptionsstreifen. 

Die vorliegende Arbeit gibt in den $$ 2 u. 3 die allgemeine 


Lösung des Problems durch komplexe Integrale. Auf der Ver- 2 
änderlichkeit ihrer Integrationswege beruht die Diskussion der _ 
Lösung in § 4. Kann der Weg ins Unendliche der positiven 
Halbebene der Integrationsvariabeln gezogen werden, so herrscht _ 
Ruhe; dies trifft zu für £<x/c(x = durchlaufende Tiefe des 
dispergierenden Mediums). Dagegen muß für £>z/c der Weg 
nach der negativen Halbebene deformiert werden, wobei eran 


einem Pole einerseits, an zwei Verzweigungsschnitten anderer- 


1) M. Laue, Ann. d. Phys. 18. p. 523. 1905, vgl. insbes. $ 6. 
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seits hängen bleibt. Daß die Grenze zwischen beiden Fälle 
gerade bei £=z/c liegt, bedeutet, daß sich die Front de 
Signals genau mit der Vakuumgeschwindigkeit c fortpflanzt, 
Das Residuum in dem Pole gibt eine zeitlich ungedämpfte 
Erregung von der Wellenlänge der auffallenden Schwingung 
und von derjenigen Amplitude und Phase, wie sie einer regu- 
laren, unverzerrten Fortpflanzung dieser Schwingung mit der 
Phasengeschwindigkeit V entsprechen würden. Dies ist der 
erzwungene Teil der Bewegung. Der Umgang um die Ver. 
zweigungsschnitte andererseits gibt eine zeitlich abklingende 
Schwingung, für welche die Eigenfrequenz und Dämpfung der 
Ionen maßgebend ist. Dieser Teil entspricht also den durch 
das Signal angeregten freien Ionenschwingungen. Indessen 
ist eine solche Trennung in freie und erzwungene Schwingungen 
nur für große Werte von £— r/c praktisch. Die Verhältnisse 
für kleine ¢— x/c, also für Zeitpunkte unmittelbar nach Ein. 
treffen des Signals, werden in § 6 diskutiert; die hier ein- 
setzenden „Vorläufer“, die noch nichts von jener Sonderung 
der beiden Bestandteile erkennen lassen, sind sehr schwache 
und kurzwellige Schwingungen, deren Stärke und Wellenlänge 
allmählich anwachsen. In § 5 wird die Eindeutigkeit des Pro- 
blems aus dem Energiesatz bewiesen, mit besonderer Rück- 
sicht darauf, daß an der Wellenfront zwar das Feld stetig, 
aber der Gradient desselben unstetig ist. 


Bir § 2. Das einfallende Signal. 


ise Das dispergierende Medium fille den Raum z>0 aus 


und stoße mit der Ebene x = 0 an das Vakuum. Die Welle 
falle senkrecht ein, so daß der optische Zustand nur von z 
und ¢ abhängt; er sei für z= 0 als Funktion von ¢ gegeben. 
Da uns der Reflexionsvorgang an der Oberfläche nicht inter- 
essiert, sei f(f) bereits der Zustand gleich hinter der Ober- 
fläche im dispergierenden Medium. Die Störung setze für 
t= 0 ein und sei gegeben durch die Fig. 1a oder die Formel 
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Um die Dispersionsformel anwenden zu können, muß man 
f() aus rein harmonischen Komponenten von der Form ei»! 
(u = Frequenz) zusammensetzen. Versucht man dies nach der 


w) u Fi . 


Regel des Fourierschen Integrals auf reellem Wege zu tun, 
so stößt man auf eine Konvergenzschwierigkeit: da / (¢) für 
t= oo nicht verschwindet, hat das Fouriersche Integral 
keinen Sinn. Will man daher an der gewöhnlichen reellen 
Form der Fourierschen Integraldarstellung festhalten, so wird 
man einen beiderseits abgebrochenen Wellenzug betrachten 
müssen (f() = 0 für £< 0 und für ¢> 7, vgl. Fig. 1b). Ein ER 


solcher setzt sich aus zwei dee vorher 
Art zusammen, einem bei ¢ = 0 anhebenden und einem zweiten ese 
bei ¢ = 7 beginnenden von entgegengesetzter Phase, der den 
ersten für alle Zeiten ¢ > 7 aufhebt. ; 
Für den beiderseits abgebrochenen Wellenzug hat man — 
nach Fourier: 


ade, | 


Vv 


n — 


Wir setzten in Fig. 1b voraus 


d.h. gleich einem Vielfachen von z. Dann vereinfacht sich | 
unsere zu 
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5 
= (cose (¢— T)— cosnt). 


Für die Diskussion im Reellen empfiehlt sich die folgende 


sinnT/2 
für die Betrachtung im Komplexen dagegen 


d ( 
n ( 


oder auch?) 


wo R den Übergang zum reellen Teile bedeutet. Gleichung (3) 
liefert die spektrale Zerlegung unseres abgebrochenen Wellen- 
zuges in ein System von unendlich andauernden Wellen. Der 
Faktor von sinn(t — 7/2) bedeutet dabei die Amplitude der 
einzelnen Partialwelle, sein Quadrat ihre spezifische Intensität 
4 sinnT/2 \? 
(6) (+ — (2 
Man bestätigt hieran, daß jeder Partialwelle, auch der bevor- 
zugten von der Frequenz n=2n/r eine endliche Intensität 
zukommt. Das Verschwinden des Nenners wird nämlich für 
n=2a/t durch das gleichzeitige Verschwinden des Zählers 
sinn7/2= sin Na (Gleichung (2)) aufgehoben. Als Quotient 
beider ergibt sich 


(7) Jnsx = (22) - 


Für die Darstellung (5) folgt hieraus, daß an der Stelle 
n=2n/r ein Unendlichwerden des Integranden ebenfalls nicht 
statt hat, so lange die beiden Exponentialfunktionen nicht ge- 
trennt werden. Infolgedessen darf die reelle Integration über 


me jene Stelle durch einen kleinen Halbkreis etwa in der oberen 


1) Daß (4) und (5) identisch sind, zeigt man leicht in derselben 
Weise, wie in § 4 die Identität von (9a, b) mit (9). Kal 
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komplexen Halbebene ersetzt werden. Ist dies geschehen, so — 

kann der Integrationsweg weiter (vgl. Fig. 2) deformiert nd 
die beiden Exponentialfunktionen in (5) können einzeln nte- 
griert werden: 


1 dn int 1 dn '-int-Nn 
Als Integrationsweg ist hierbei der Weg u (von + 00 bis — co, 
vgl. Fig. 2) gedacht, welcher den umgekehrten Sinn wie der- 
jenige des Fourier-Integrales hat und daher die umgekehrten a 


u 


n=2 Me 


Fig. 2. 


Vorzeichen der letzten Gleichung bedingt. Offenbar entspricht pase Be 
die Schreibweise (8) der Zerlegung des beiderseits abgebrochenen er, 
Wellenzuges in zwei nur einseitig (bei 2=0 und ¢ = 7) be- © 
grenzte Bignale, die unmöglich war. 


weiter verfolgen, möge im Anschluß an Gleichung (6) das 
„Spektrum“ des beiderseits abgebrochenen Wellenzuges ver- 
zeichnet werden. Die Intensität verschwindet nach (6) für 


2a 4n 6 x 


— (vgl. Gleichung (2)) , 23 


welche keine sondern das Hauptmaximum 

des Spektrums von der in (7) angegebenen Größe ist. Hier- 

nach besteht unsere Intensitätskurve (Fig. 3, schematisch ge- 

zeichnet) aus unendlich vielen Bögen von der Breite 20/7 
und zunächst zunehmender, dann wieder abnehmender Höhe — 

Nur die der ausgezeichneten Stelle 2”/r anliegenden Bögen 
verschmelzen zu einem Bogen von doppelter Breite und über- 

wiegender Höhe, die (vgl. Gleichung (7)) mit wachsendem N, a <i 
d.h. zunehmender Länge des Signals, zunimmt. = = x 
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Glätten wir die Intensitätskurve ab, indem wir statt der 

Einzelbögen ihre Umhüllende zeichnen und tragen wir 
statt Jals Ordinate auf, so erhalten wir die ebenfalls schema- 
tische Fig. 4, in der die Kurven 1, 2, 3,... der Reihe nach zu- 


n = 2n/t 
Fig. 3. 
 nehmenden Werten von 7 bezw. N, vgl. Gleichung (2), ent- 
sprechen. Dabei nähert sich das ursprünglich breite Spektrum 
immer mehr demjenigen einer scharf ausgeprägten Spektral- 


den, 
77 


Natürlich kann die abgeglättete Intensitätskurve nicht 

iW mehr den genauen zeitlichen Verlauf des von uns vorausge- 
Ei: Br setzten begrenzten Signals darstellen. Dieselbe wird vielmehr 
* er Er einer beiderseits zeitlich unbegrenzten Lichterregung entsprechen 
und nur deren mehr oder minder monochromatischen Charakter 

(bei zu- oder abnehmender Länge des Wellenzuges) zum Aus- 

druck bringen. Dagegen ist unser ursprüngliches Spektrum 
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in Fig. 3 ein genauer Ersatz unseres begrenzten Signals. Das 
heißt: Mischt man lauter rein harmonische und periodische 
Wellenzüge zusammen, erteilt jedem Wellenzuge der Fre- 
quenz n die in unserer Spektralfigur angegebene Intensität J 
sowie die in Gleichung (3) enthaltene Phase und überlagert 
alle diese Wellenzüge für die Zeit von —oobis +00, so ent- 
steht nicht etwa ein zeitlich unbegrenzter, sondern ein beider- 
seits abgebrochener Wellenzug von der einheitlichen Frequenz 
2r/r. Offenbar werden gerade die schnellen Schwankungen 
in Fig. 3, die „Kanellierung‘“ des Spektrums, für die Möglich- 
keit der genauen Anpassung an den zeitlichen Verlauf des 
Signals wesentlich. 


§ 3. Allgemeine Lösung des Problems. 
Das erste Integral in Gleichung (8) stellt das bei ¢ = 0 
anhebende und bis ¢= oo andauernde Signal dar, das in 
Fig. 1a gezeichnet wurde, wobei die Integration auf dem 


der Fig. 5 zu nehmen war: tat 


Obwohl dies bereits im vorigen la auf Grund des 
Fourierschen Integrals bewiesen war, wollen wir es hier nochmals 
durch ein Verfahren veri- 
fizieren, das wir ohnehin 
für die folgende Diskus- 
sion nötig haben werden. 
Wir ersetzen zu dem KH 
Ende den urspriinglichen 43 
pelter Weise durch äqui- 
valente Wege. 

a) ¢< 0. In diesem 
Falle hat — int in der 
oberen Halbebene einen negativen reellen Teil, der mit wachsen- 
der Entfernung von der reellen Achse unbegrenzt zunimmt. Man 
kann also den ursprünglichen Weg u in den Weg a (Fig. 5) 
überführen; auf diesem verschwindet das Integral, wenn a ins 
Unendliche der oberen Halbebene hinübergezogen wird; also 


(10) f@=0...¢< 0). 


Fig. 5. 
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b) 2>0. Jetzt hat — int in der unteren Halbebene einen 
negativen reellen Teil, so daß die Exponentialfunktion im Un- 
endlichen dieser Halbebene verschwindet. Führt man aber 
den Weg u dahin über, so bleibt er an der singulären Stelle 
des Integranden n = 2a/r hängen (Fig. 5). Der Integrations. 
weg 5b besteht daher aus dreierlei Stücken: den im Unend. 
lichen gelegenen Teilen 5,, auf welchen das Integral wegen 
des Faktors ei‘ verschwindet; den Zuführungswegen 4,, deren 
gegenüberliegende Teile sich gegenseitig kompensieren und 
daher ebenfalls keinen Beitrag liefern; dem Umgang 4, um 

den singulären Punkt. Dieser läßt sich nach dem Cauchy- 
schen Satze sofort auswerten: 


: 1 2 
am bg = } = sin =2*.. 0). 


Mithin ist gezeigt, daB der Ausdruck (9) in der Tat unsere 
durch die Bedingungen (1) definierte, bei ¢= 0 anhebende 
Lichtwelle in Strenge darstellt. 

Die allgemeine Lösung unseres Problems läßt sich nm 
sofort hinschreiben in der Form: 

das Integral auf dem Wege u der Fig. 5 oder 6 erstreckt. 

Die Dispersionstheorie lehrt nämlich, daß aus einer zeitlich 
unbegrenzten an der Stelle x = 0 bestehenden Störung e~* nach 
Durchlaufen der Strecke z im dispergierenden Medium die ebene 
Welle BEE re ist, wenn % definiert wird durch 

(13) (1 tz —2ino 
mit der Abkiirzung = m. 

Hier bedeutet N,e,n,,o,m Anzahl pro Kubikzentimeter, 
Ladung, Eigenfrequenz, Dämpfungskonstante und Masse der 
mitschwingenden Teilchen. Man hat die Größen N, e,n,, :»: 
je mit einem Index zu versehen und über diesen in gewisser 
Weise zu summieren, wenn mehrere Arten mitschwingender 
Teilchen berücksichtigt werden sollen. Da hierdurch im fol- 
genden prinzipiell nichts geändert werden würde, dürfen wir 
uns auf die einfache Dispersionsformel (13) beschränken. 

Daß es keine andere Lösung wie (12) geben kann, wird 
in & 5 bewiesen. 
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$ 4. Diskussion der erhaltenen Lösung. 
Wir gehen dabei nach dem Vorbilde der vorangehenden 
Diskussion von f(t) vor. Es sei u teabeell 
c 


wir betrachten die beiden Fälle a) t<0 und b)t>0 und 
behaupten, daß t = 0 die Ankunft unseres Lichtsignals in der 
Tiefe x bedeutet. 


a) t< 0. Wir deformieren den Weg u der Fig. 5 oder 6 
in den Weg a. Dies ist solange erlaubt, als der reelle Teil 
von —int +ikzx im Unendlichen der oberen Halbebene negativ 
ausfällt. Für n= oo wird aber nach (6) A=n/c und daher 


—-int+ikı= -in(t-2) = — int. 


Der Übergang zum Wege a ist also erlaubt, wenn t<0. Dann 
verschwindet aber unser Integral. Also wird: 


(14) ft, z)=0...t<0. 
b) t>0. Wir ziehen den Weg x nach der unteren Halbebene 


über, da jetzt im Unendlichen derselben —int+ikr=—int 


einen negativen reellen Teil hat. Der Integrationsweg bleibt 
dabei nicht nur an der singulären Stelle n = 2#/r des Nenners, — 


sondern auch an den Verzweigungspunkten des Ausdrucks k we 


hängen. Letztere ergeben sich aus (13), wenn man k= oo und 
k=0 setzt. Man hat 


k=o0, wenn 
(13a) { d. h. n = io + o?, 


k=0, wenn n? + 2ingo + a’, 


(13b) d.h. n=-—-io+ Vn,? + a?— 


Die Verzweigungspunkte liegen also paarweise symmetrisch 
zur imaginären Achse in der unteren Halbebene; die beiden 
ersten (k= 00) sind in Fig. 6 mit U,,U,, die beiden letzten 
(k= 0) mit W,, N, bezeichnet. Die imaginären Teile der zu- 
gehörigen n-Werte sind gleich —o, die reellen Teile im wesent- 
lichen (bei kleinem o und a) gleich + n,, also gleich der Eigen- 
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frequenz der Elektronen. Die in Fig. 6 angenommene Lage 
der Verzweigungspunkte (n, > 2/r) entspricht einem Absorp- § ei 
tionsstreifen im Ultravioletten, wenn die Frequenz 2 r/r der 

einfallenden Welle dem sichtbaren Gebiet angehört. Wir ver. § (1 
binden U, N,, sowie U, N, je durch einen „Verzweigungsschnitt“, 


in 
/ 
u 
=2 
b, \ \ b, Fs 
\\ 
Fig. 6. de: 


Der Integrationsweg 4 zerlegt sich jetzt in die Bestand. 9: 
teile 2,, b,, 6,,5;, da wir von den punktiert gezeichneten, sich 
gegenseitig zerstörenden Zuführungswegen 4, von vornherein § er: 
absehen dürfen. Der Beitrag von 5, verschwindet wegen des 
großen negativ reellen Teils von —int. Der Wert von 5, läßt § Pl 
sich wieder nach der Residuenregel ausführen: 


Hier meint k, denjenigen Wert von 4, der sich aus (13) § (12 
ergibt, wenn wir n=2n/r einsetzen. Wir machen 


ik,x —22%x 2ai— 


wie 
setzen also A gleich derjenigen Entfernung x, in der sich die 
Phase der Welle reproduziert, und x gleich dem logarithmischen § , 
Dekrement der Amplitude fiir das Fortschreiten der Welle um 
eine Wellenlänge. | 
Daraufhin wird aus (15) (20 
. ist, 


¥ 


A 
2 
va 
= 
= 
Yan 
= 
x 
AR 
r 
d 


die 
chen 
um 


Die Fortpflanzung des Lichtes in dispergierenden Medien. 193 


Die Integrale 5, und 2, lassen sich nicht weiter ver- 
einfachen. Wir schreiben: 


indem wir durch die Parenthese den Umgang um beide Ver- _ 
zweigungsschnitte andeuten. Im ganzen haben wir also + 


c)t=0. In diesem Grenzfalle läßt sich der urspriing- 
liche Weg sowohl nach der oberen wie nach der unteren Halb- 
ebene hiniiberziehen, weil im Unendlichen beider der Integrand 
verschwindet, allerdings nicht mehr exponentiell wegen des 
Faktors e-ir!+ikz, welcher jetzt gleich e-'*t= 1 wird, sondern 
ur wie 1/n?, 

Man erkennt dies z. B. so: Führt man in (9) die Bildung 
des reellen Teiles aus, so wird: 


d 
(9b) fü = FIR‘ 


Wendet man jetzt die Regel der Dispersionstheorie an, 
so entsteht aus (9b), gerade so wie vorher (12) aus (9) entstand, 


1 d 
(12a) fx) = fer 


Hier verhält sich der Integrand für hinreichend große n 
wie e-i”t/n?, d. bh. er verschwindet für t=0 in der Tat 
wie 1/n?. 

Indem wir also f(t,z) einmal auf dem Wege a), das 
andere Mal auf dem Wege b) berechnen, sehen wir, daß 


= hy 


(20) 0= _ 4) +B...t= 
ist. Die Stetigkeit des Uberganges zwischen der Epoche t<0 
ud t>0 ist also gewahrt. 


Annalen der Physik. IV. Folge. 44. re ur 13 
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Im ganzen ergibt sich fiir den Ablauf des Signals in der 
Tiefe x folgendes Bild (Fig. 7): 

a) Bis zum Zeitpunkte ¢ = z/c herrscht Ruhe. Auch wem 
die Phasengeschwindigkeit 7> c ist, kann keine optische Wir. 
kung früher eintreffen, als einer Fortpflanzung mit Vakuun- 
geschwindigkeit c entspricht. Tragen wir in Fig. 7 als senk. 
rechte Koordinate x/c auf, so gehört zu der Fortpflanzungs. 
geschwindigkeit ce eine unter 45° geneigte Gerade; sie schneidet 


~ 
für jede Tiefe x den Zeitpunkt t = 0 der beginnenden Licht- 


erregung aus. Setzen wir weiterhin normale Dispersion und 
daher auch VY <c voraus und zeichnen die unter dem Winkel f 
mit ctg 6=/V/c verlaufende Gerade punktiert ein, so liefert 
diese in gleicher Weise solche Zeitpunkte, die einer Fortpflan- 
zung mit der Geschwindigkeit V entsprechen würden. In Wirk- 
lichkeit hat aber die Geschwindigkeit 7 nichts mit der Fort- 
pflanzung zu tun, sondern bestimmt nur die Anordnung der 
Phasen, und auch dieses strenge genommen nur bei einem 
unbegrenzten Wellenzuge. 


b) Die Lichtbewegung für t>0 besteht aus zwei Bestand- 
teilen, die wir als freie und erzwungene Schwingung unter- 
scheiden können, erstere gegeben durch B (Gleichung (18)), 
letztere (vgl. Gleichung (19)) durch 

e (+ | (e- +): 

Die erzwungene Schwingung (vgl. Fig. 7) ist zeitlich un 
gedämpft und hat denselben regelmäßigen Sinuscharakter wie 
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die einfallende Welle; nur die Amplitude ist wegen der ört- 
lichen Dämpfung, von der aber in der Figur abgesehen ist, _ 
vermindert. Wir konstruieren die Phase der erzwungenen 
Schwingung, indem wir die einfallende Welle mit ihrer Front 
nach dem Zeitpunkte ¢ = x V (Schnittpunkt der punktierten 
Geraden) übertragen und sie mit der entsprechenden Phase im 
Zeitpunkte £=x/c beginnen lassen. In der Tat gilt unsere Glei- er 
chung (19) bereits von diesem letzteren Zeitpunkte (t=0) ab; _ 
es setzt daher unsere erzwungene Schwingung nicht erst im <2 
Zeitpunkte ¢ =2x/V ein. Unsere Konstruktion bringt zum Aus- 
druck, daB die Geschwindigkeit 7 die Phase, die Geschwindig- _ ae 
keit ce die Fortpflanzung bestimmt. 

Bei anomaler Dispersion, 7/>c, würde unsere punktierte 
Gerade vor dem Zeitpunkte ¢=2z/c schneiden. Die erzwungene 
Schwingung würde ihrer Phase nach wieder von diesem Schnitt- 3 
punkt aus zu konstruieren sein, aber erst von dem Zeitpunkte — 
t=z/e an in Wirksamkeit treten. N 

Die freie Schwingung (in Fig. 7 nicht gezeichnet) ist zeit- 
lich gedämpft, da ¢ in ihrem Ausdruck B mit dem komplexen 
Faktor 2 multipliziert erscheint, dessen imaginärer Teil nach 
Gleichung (13a, b) gleich der Dämpfung o der mitschwingenden 
Ionen ist, falls man nämlich, was erlaubt und in Fig. 6 an- 
gedeutet ist, den Integrationsweg in B direkt auf die Ver- or 
U, N,, U, N, zusammenzieht. Sie setzt 
falls im Zeitpunkte t=z/c ein und rührt davon her, daß die 2 es 
Ionen zunächst in Bewegung gesetzt werden müssen und ver- = i 
möge ihrer Trägheit und elastischen Bindung sich erst all- oe 
mählich dem definitiven Schwingungszustande anpassen. Mit eA ; 
wachsendem ¢ verschwindet die freie und bleibt nur die (durch 


X 


al) 


die mitschwingenden Ionen modifizierte) erzwungene Schwingung 
bestehen. 
ec) Für t= 0 hebt die freie Schwingung die erzwungene 2 es 
Schwingung gerade auf (Gleichung (20)), so daB die Pe 
Lichtbewegung stetig mit der Ordinate 0 einsetzt. Wie schon — 
in der Einleitung bemerkt, ist allerdings für die Front des 
Lichtsignals die Trennung in erzwungene und freie Schwingung ~ 
ganz unzweckmäßig. Der wirkliche Charakter der bei t=U 
zunächst einsetzenden Bewegung, die wir alsbald als Vorläufer 
näher beschreiben werden, läßt weder etwas von der Periode 
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des erzwungenen Lichtsignals noch von der freien Schwingungs. 
periode der Ionen erkennen. 

Die in der Einleitung aufgestellten Behauptungen sind 
damit der Hauptsache nach bewiesen. 


EN: R s 5. Eindeutigkeit des Problems und Stetigkeitsbedingungen, 
Bene: ii Da unsere Resultate zum Teil etwas überraschend sind, 
ist der Nachweis vielleicht nicht überflüssig, daß unsere Lösung 
die einzig mögliche ist, daß also jeder andere Weg zur Lösung 
auf dieselben Resultate führen muß. Wir knüpfen dabei an 
die interessante Methode an, die H. Weber!) für die Probleme 
der reinen Maxwellschen Theorie benutzt und erweitern die- 
selbe auf die Dispersionstheorie. Die Eindeutigkeit wird hier. 
bei direkt aus dem Energiesatz geschlossen. 

Es sei E=€, und $=$, das elektromagnetische Feld 
und =, die Verschiebung der Ionen aus ihrer Ruhelage, 
beide nur von x und ¢ abhängig und für x>0, 2>0 in Be 
tracht zu ziehen; dann lauten die Grundgleichungen ?): 


m3 2h8+/3=e€, 
wenn man wie üblich von der magnetischen Einwirkung des 
Feldes auf die Ionen in erster Näherung absieht, die auf der 
rechten Seite der letzten Gleichung noch ein Glied e3 §)/c hinzu. 
fügen würde. Multiplikation der drei Gleichungen mit cH, c&, Ns 
und Addition liefert: 


HH+EEH+NMES +2 IE + 738) = — e (€ 
On’ 
wo © den EnergiefluB bedeutet. Integrieren wir nach z von 0 
bis oo und nach ¢ von 0 bis ¢, so folgt: 


1) Partielle Differentialgleichungen II, § 167; die Methode geht wohl 
auf E. Cohn zurück, Elektromagnetisches Feld, Kap. VI, § 5. Sie läßt 
sich ohne weiteres verallgemeinern auf den Fall beliebiger Unstetigkeits 
flächen und eines von allen drei Raumkoordinaten abhängigen Feldes. 
Für unsere Zwecke genügt es, nur eine Koordinate x und eine Unstetig- 
keitsebene 2 = et zu betrachten. 

2) In den Bezeichnungen des § 3 Gleichung (13) ist A/m=g und 


Qa, = - | 


ie, 
| 
( 
8 
( 
4 
( 
‘ 
j 
I 
, 
‘one 
=: 
= 
- 


nV 


vohl 
läßt 
eits- 
des. 
stig- 


und 


Die Fortpflanzung des Lichtes in dispergierenden Medien. 197 Ente 


Es seien $,, 8, und €,, Ö,, 8, zwei verschiedene Lösungen 
der Grundgleichungen, welche den Bedingungen genügen: z 


für z=0 und jedes ¢>0:€, = 


on „ t=0 ” ” z>0:6, =6,, 5, = = 8, 


Dann gelten für die Differenzen € = €, — H= H, — H,, 
—8, ebenfalls nicht nur die Grundgleichungen 
sondern auch Gleichung (22), in der wegen der Bedingungen 
(23) die auf ¢= 0, «= 0 und x = o bezüglichen Terme ver- Sr 
schwinden. Es bleibt daher: De: 


# 


wo sich nunmehr die beiden ersten Integrale auf die Zeit 
beziehen. Hieraus schließt man: a) 


& = H = = 
weil die einzelnen Glieder der linken Seite nicht negativ sein se 


können; sie bedeuten der Reihe nach: die magnetische und 
elektrische Energie des Feldes, die kinetische und potentielle 
Energie der Ionen und den Energieverlust durch die Dämpfung 
der Ionen. : 
Haben wir statt einer mehrere Ionenarten, so tritt natür- 
lich die Summe ihrer Energien und Energieverluste in (24) — 
auf, wodurch der Schluß nicht geändert wird. Wichtiger ist 
fir uns die Bemerkung, daß unser Resultat auch bestehen 
bleibt, wenn sich das Integrationsgebiet 0 < x < oo in einzelne © ee 
Tele 0 <z<z, x <z<2,... zerlegt, so daß nur 
jedes dieser Gebiete die Grundgleichungen erfillt sind, voraus 
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A, Sommerfeld. 


gesetzt, daß an den Deus, die sich auch mit ¢ ver. 
schieben können, € und 9, sowie 3 und 8 stetig sind — ihre 
2 Differentialquotienten dürfen dagegen Sprünge erleiden. Man 
hat dann in (22), indem man die en nach x abteilungs- 
ir weise zwischen 0 und z,, z, und z,.... ausführt, [6]” 

Kr nächst zu ersetzen durch + + ..., was aber wegen 
der vorausgesetzten Stetigkeit von € wieder auf 

_ führt. Ähnlich hat man auf der linken Seite von (22) die 
Integration von 0 bis ¢ abteilungsweise auszuführen von 
bis 4, ¢, bis 4,..., wo 4, ¢,... die Zeitpunkte sind, in denen 
die event. Trennungsflächen die gerade betrachtete Stelle z 
passieren. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von €, §, 8,8 
_ liefern aber diese Zeitpunkte ebenfalls keinen Beitrag zu (22) 
Die Eindeutigkeit ist auch in diesem Falle gesichert. 


Die Anwendung auf das Problem der vorigen Para- 
graphen gestaltet sich so: Für ¢=0 herrscht im ganzen dis. 
pergierenden Medium Ruhe: 


(25) €=H=8=0 fir ¢=—0 und x>0. 


#3: Von der ursprünglichen Wärmebewegung der Ionen ist dabei 
abgesehen; ihr verhältnismäßiger Betrag kann durch Steigerung 
der Intensität des Signals oder durch Verminderung der Tempe- 
ratur beliebig herabgedrückt werden. Für z= of, wohin das 
Signal erst nach unendlich langer Zeit gelangt, herrscht eben- 


falls dauernd Ruhe; also gilt insbesondere: a 

(25a) E=-0fürz=wunt>0. 

ae Für x = 0 ist © vorgeschrieben: Er; 
(25b) 


ME Diese Bedingungen (25) entsprechen genau den obigen Forde- 
cn rungen (23). 

Als Trennungsfläche haben wir die Ebene z = ct zu be 
 trachten. An dieser verhält sich € stetig; es war nämlich 
(vgl. den vorigen Paragraphen unter c)) © =0 gleichviel ob 
u man sich der Trennungsfläche von 2 < ct oder 2 > ct nähert. 
u In derselben Weise folgt aber auch die Stetigkeit von 9, $ 
je und 3. Ist nämlich © wie in Gleichung (12a) dargestellt 
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-int+ikz 1 1 
so bestimmt sich das zugehörige § und 8 nach der ersten 
bzw. dritten Grundgleichung zu 


—int bike gy (nydn 


§= n p(n) dn, g=ef¢ —mn?—2hin+f 


Auf diese Integrale läßt sich die Überlegung unter c) des 
vorigen Paragraphen direkt übertragen; mit € verschwindet 


daher auch $, 3 und 8 bei der beiderseitigen Annäherung an 
die Trennungsebene x = ct. Hierdurch sowie durch die Be- 
dingungen (25) ist die Eindeutigkeit unseres Problems ge- 
sichert und gezeigt, daß unsere Lösung die einzig mögliche ist. 

Bezüglich der Gültigkeitsgrenzen der Dispersionstheorie 
wollen wir eine Einschränkung, welche allen Dispersionsrech- 
nungen stillschweigend zugrunde liegt, ausdrücklich hervor- 
heben: Es müssen sehr viele Teilchen auf die Erstreckung 
einer Wellenlänge kommen. Nur unter dieser Bedingung 
können wir nämlich mit einer stetigen Verteilung des Schwin- 
gungsvektors 8 rechnen und von der molekularen Unstetigkeit 
seiner Verteilung absehen. Diese Bedingung ist bekanntlich 
bis ins ultraviolette Spektrum hinein erfüllt, ist es aber nicht 
mehr für sehr hohe Frequenzen (Röntgenstrahlen). Insofern 
wir also bei unserer analytischen Methode auch solche Fre- 
quenzen in Betracht zu ziehen haben, liegt eine Extrapolation 
der Dispersionsformeln über ihren eigentlichen physikalischen 
Gültigkeitsbereich vor. 

Ich möchte hier noch eine interessante Bemerkung ein- 
figen, die ich einem Briefe von Hrn. T. Levi-Civita ver- 
danke. Er machte mich darauf aufmerksam, daß sich die 
Fortpflanzung der Wellenfront mit der Vakuumgeschwindigkeit c 
direkt aus den Grundgleichungen (21) beweisen läßt, auf Grund 
der sogenannten „Kompatibilitätsbedingungen“.!) 


(26 h = Das 


_ 1) Näheres hierüber z. B. in Encykl. d. Math. Wiss. 4. Art. 19 von 
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die Sprünge in 0€/Az, 99/Öx beim Überschreiten der Un. 


er stetigkeitsfläche (Wellenfront); da €, §, 3 als kontinuierlich 


nachgewiesen wurden, ist: 
(26a) [€] = [9] = [8] =9. 

Bezeichnet v die Geschwindigkeit, mit der sich die Un. 
stetigkeitsfläche in Richtung ihrer Normalen verschiebt, x 
wird nach den „identischen Kompatibilitätsbedingungen“ 
(26b) [(E] = —ve, [H] = —vh. 

Dies ergibt sich sofort, wenn man die Gleichung 4 

El r+ Ax) — El, = EAt+ Ae 
für die vordere und hintere Seite der Unstetigkeitsfläche bildet, 
beide voneinander subtrahiert und Ar = v d¢ wählt. Verfährt 


man in entsprechender Weise mit den Grundgleichungen (21) 
und benutzt (26), (26a) und (26b), so ergibt sich: 


-h=-e, —<e=-h, 


also durch Multiplikation 
d. h. unser Ergebnis: FERNER gleich Vakuun- 
geschwindigkeit. 


Be $6. Die Vorläufer. 


Die Verhältnisse gleich nach der Ankunft des Signals, 


d. h. für kleine Werte von t=t— r/c lassen sich folgender- 
maßen behandeln: 

Wir knüpfen an Gleichung (12a) in § 4 an und haben 
auf dem ursprünglichen Wege u geführt: 


1 -int+iKz d 

(28) f(t, 2) = — f e 
mit der Abkürzung 


Hier und im folgenden ist von der Dakigleie der Ionen- 
schwingungen abgesehen, also 9 = 0 gesetzt; mit 9 = 0 wird 
auch der Absorptionsindex x = 0. 

Zu dem Integrationswege u fügen wir einen Weg w in 
der unteren Halbebene hinzu (Fig. 8); dies ist erlaubt, 
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weil wegen t>0 der Weg wu’ ins Unendliche der nega- 
tiven Halbebene herübergezogen werden darf, ebenso wie | 
friher der Weg 5, in Fig. 5 oder 6. 
Die Wege vu und w lassen sich zu 
einem Umgang U in großem Abstande u 
vom Nullpunkt der n-Ebene zusammen- 
fassen, der weiterhin der Integration in 
Gleichung (28) zugrunde gelegt wer- 


U 


u 
den soll. 
Da n auf dem ganzen Wege U sehr 
groß ist, entwickeln wir die Wurzel in X Fig. 8. 


und behalten nur die niedrigste Potenz von 1/n bei. Es er 

gibt sich 

— 


mit der Abkürzung Er 
_ ve 


Unser Integral (28) lautet jetzt, wenn wir - entsprechend im a 
Nenner n? — (22/7)? durch n? ersetzen: 


~int dn 


(30) fü.) = f e 
Der Exponent von e läßt sich so schreiben: alt 15h > 


wenn wir die neue Integrationsvariable wu — durch 


dn 
(31) e =ny/t, wobei iduyte” e 


Aus (30) wird daher 


Hier können wir die Variable u einfach von 0 bis 2” 
wachsen lassen. Nach (31) entspricht dies nämlich einem 
Umgange um den Nullpunkt der n-Ebene auf einem Kreise 
vom Radius |n| = V£/t, d.h. bei hinreichend kleinem t einem 
Umgange U, wie wir ihn in Fig. 8 vorausgesetzt haben. Das in 
Gleichung (32) auftretende Integral ist also nichts anderes als 
eine bekannte Integraldarstellung!) der Besselschen Funktion 


1) Jahn ke-Emde, Funktionentafeln p. 169. EEE 
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Pr erster Ordnung vom Argumente 2Yt£ und wir haben oid 


f (t,2) = 21/44, 
3 Aus dem bekannten Verlauf der Funktion J, ergibt 

sich nun für die Größenverhältnisse unseres Signals gleich 
nach seinem Eintreffen, d. h. für kleine Werte von t, folgendes: 
Die anfängliche Amplitude ist äußerst klein gegen 1, d.i. gegen 
die Amplitude der auffallenden Welle, die anfängliche Schwin- 
gungsdauer äußerst klein gegen r, d. i. gegen die auffallende 
Schwingungsdauer. Schwingungsdauer und Amplitude wachsen 
wegen desVorkommensvon Jt unter bzw. vor dem Funktionszeichen 
J, allmählich an, wie 
in der schematischen 
Fig.9angedeutet,wo- 

= beiindessen im Auge 

| Fig. 9. zu behalten ist, daß 
unsere Näherungsgleichung (32) ihrer Ableitung nach nur für 
Bh = kleine Werte von t/& Gültigkeit beansprucht. Wie sich die 
=a 22 Verhältnisse für größere Werte von t gestalten, und wie schließ- 
Bat: Fr lich die Vorläufer in die Hauptwellen von der Schwingungs- 
Sa _ dauer z des einfallenden Lichtes übergehen, wird Hr. Brillouin 
= in der folgenden Arbeit auseinandersetzen. 

a Ein Punkt von besonderem Interesse möge noch hervor- 

gehoben werden. 
ae Nach Gleichung (32) ist die Schwingungsdauer der ersten 
Vorläufer gegeben durch die erste Wurzel der Funktion J, (2), 
die ungefähr z = a beträgt. Hieraus berechnet sich die an- 
fängliche Schwingungsdauer t, mit Rücksicht auf Gleichung (29) 
zu 

2E 

Es ist dies eine Zeit, die unabhängig ist von der Schwin- 
gungsdauer z des auffallenden Lichtes sowie von der Eigen- 
_ frequenz der mitschwingenden Ionen, allein bestimmt durch die 
_ durchlaufene Tiefe z und das Dispersionsvermögen des Mittels, 
d. h. seine Ionenzahl 9. Von der Unabhängigkeit dieser 
Schwingungsdauer von der Farbe des auffallenden Lichtes wurde 
bereits in gewissen Folgerungen der Einleitung Gebrauch gemacht. 


(Eingegangen 23. Februar 1914.) 
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2. Uber die Fortpflanzung des Lichtes in 


dispergierenden Medien; 
81. | 


In der folgenden Arbeit nehme ich das Problem auf, das — 

Hr. Sommerfeld in der vorstehenden Abhandlung gestellt hat. 
Die Ausbreitung eines einseitig abgebrochenen Signales, um 
die es sich handelt, führt auf das Integral = 


(1) fü 2) = | 


das in der komplexen Br von +00 bis —oo über dn 
Weg u zu erstrecken ist (vgl. vorstehende Abhandlung $ 2, a a 
Fig. 2 und Gl. (9)). » = 2a/r ist die Frequenz, r die Schwin- 
gungsdauer des Signals, A hat den Wert VRR Kin 


(2) k=" uy, 


wo ce die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum, u den 
Brechungsindex für die Frequenz n bedeutet (vgl. 1. c. Formel (13): 


Das Integral (1) stellt das Signal zur Zeit ¢ in der Tiefe x 
des Mediums vom Brechungsindex u dar. Wir bezeichnen den _ 
Exponenten von e mit w: 


(3) w= —int—kı)= 
et 

(4a) 


Ein mit Lichtgeschwindigkeit c fortschreitendes Signal würde | 
in der Tiefe x zur Zeit = x/c ankommen, d.h. für 0 = 1. 
In der vorstehenden Arbeit hat Hr. Sommerfeld gezeigt, daß 
ein Signal sich keinesfalls mit Überlichtgeschwindigkeit aus- 
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breitet, d.h. daß f(t,z) fir QO <1 verschwindet. Es sd 


außerdem 
(4b) 
(4c) t-= =t. 


Ich will nun die Gestalt des Signals untersuchen und 
zeigen, daß man eine exakte Definition des Begriffes der 
Signalgeschwindigkeit geben kann und daß dieselbe mit der 
Gruppengeschwindigkeit identisch ist außer für Signale, deren 
Wellenlänge dem Gebiete der anomalen Dispersion des Mediums 
benachbart ist. 

&, n seien in der komplexen n-Ebene die beiden Ko. 
ordinaten: 

=$H+in, 
X, Y seien der reelle und imaginäre Teil der Funktion v: 
v=X+HiY. 


Für die Diskussion des Integrals ist es am einfachsten, 
den Integrationsweg so zu deformieren, daß X im allgemeinen 
große negative Werte annimmt; dann verschwindet das Integral 
und man hat die Rechnung nur für die Teile des Integrations 
weges durchzuführen, für die X dem absoluten Betrage nach 
nicht sehr groß ist. 

Bekanntlich hat vermöge der Gleichungen 


die Funktion X nirgends ein Maximum oder Minimum von 
endlichem Betrage; es können nur Sattelpunkte auftreten, 
wenn nämlich 


ne ax ax 0 Kar & 4 


In einem solchen Punkt hat auch die Funktion Y einen 
Sattelpunkt; er ist bestimmt durch die Gleichung 


(5) =0. 


Im folgenden werde ich die komplexe Ebene als topo- 
graphische Karte und X als Erhebung betrachten und von 
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Aal) 


Niveaulinien und Fallinien (Linien stärksten Abfalls) von X ee j 
sprechen. Die Fallinien für X sind Niveaulinien fir Y. Sie Da 


können nur von den Punkten ausgehen, wo X unendlich ist, 
da ja keine endlichen Maxima und Minima auftreten. Der Br Br € 
Übergang von einem Tal in ein anderes erfolgt am einfachsten “a a 
über den Sattelpunkt. Die Integration in der Nähe der ‘ 
Sattelpunkte wird uns besonders interessieren.) Es wird sich 
zeigen, daB die fiir uns in Betracht kommenden Sattelpunkte 5 e 
immer in der Nähe der reellen Achse liegen. B 


Nach (5) lautet die Bedingung für den Sattelpunkt mit 


Rücksicht auf (3): 


tae 


6) 
Wenn n reell ist, d.h. wirklich eine Frequenz darstellt, 
so ist die Gruppengeschwindigkeit dieser Frequenz (vgl. vor- 
stehende Abhandlung § 1) gleich dn/dk. Folglich liegt zur Zeit ¢ = = a 
der Sattelpunkt an der Stelle derjenigen Frequenz n, deren a 
Gruppengeschwindigkeit gleich z/t ist. Bei der Ausführung der 
Integration darf man sich nun auf die Nachbarschaft des 
Sattelpunktes, d. h. auf die Nähe dieser Frequenz beschränken. 
Daraufhin können wir bereits angenähert sagen, daß jede 
elementare Schwingungsbewegung des Signals sich mit ihrer 
Gruppengeschwindigkeit ausbreitet, wenigstens solange wir im 
Gebiete normaler Dispersion bleiben. 
Übersicht. In § 2 soll die komplexe n-Ebene untersucht Bu 
werden, insbesondere die Nähe der Punkte, wo X Null oder 
unendlich wird. § 3 gibt die Lage der verschiedenen Sattel- _ 
punkte, ihre Verschiebung in Abhängigkeit von der Zeit nd 
einiges über die Größenordnung der in die Formeln eintre- __ 
tenden Größen. In § 4 wird der mit der Zeit wechselnde 
Verlauf des Integrationsweges verzeichnet. Hieraus ergeben 
sich bereits einige allgemeine Angaben über die Sgnal- 
geschwindigkeit. § 5 enthält die Integration in der Nähe der er 
Sattelpunkte, d. h. die Berechnung der Vorläufer. Diese Er- : 
gebnisse erlauben in § 6 die Signalgeschwindigkeit auch fir 


1) Über die Methode der Sattelpunkte und ihre Anwendung vgl. re ir 
P.Debye, Math. Annalen 67. p. 535. Sitzungsber. d. Bayer. Akad. 1910; en 
zuerst bei Riemann, Ges. Werke, Leipzig 1876, Nachlaß p. 40. 
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den Fall anomaler Dispersion anzugeben. Den Schluß bildet 
eine Bemerkung über den Vergleich der benutzten ,,Methode 
der Sattelpunkte“ und der sogenannten ,,Methode der stationären 
Phase“. 


en § 2. Untersuchung der komplexen n-Ebene. 


Wir suchen die Gebiete der komplexen n-Ebene, in denen 
der reelle Teil X des Exponenten negativ ist. Die Grenzkurve 
wird gegeben sein durch die Gleichung X=0. Wir wissen 

bereits, wie X sich im Unendlichen verhält (vgl. Sommer- 
feld, Le. § 4): 


für <1 ist X im Unendlichen 
a negativ unendlich oberhalb der reellen Achse, 
positiv unendlich unterhalb der reellen Achse, 
für © =1 verschwindet X im Unendlichen, ay 
für @ >1 ist X im Unendlichen, 
2 one positiv unendlich oberhalb der reellen Achse, 
oer negativ unendlich unterhalb der rellen Achse. 


_ Andererseits haben wir auf‘ der reellen Achse (vgl. Sommer- 
feld, 1. c. Formel (16)) 


(1) k= =" (1 + ix). 


(A = Wellenlänge im dispergierenden Medium, x = Absorptions- 
index.) Nach Gleichung (2) kann man dafür schreiben 


h=~u,(1+ix), 
wenn der komplexe Brechungsindex gegeben ist durch 


(7) k=u,+tiu, 


c/u, stellt bekanntlich die Phasengeschwindigkeit 7 dar. 
Jetzt ist nach (4) der reelle Teil von v = — in(O—y) 


ab 
Sa X ist also auf der reellen Achse negativ außer für die 


Frequenzen n, für welche der Absorptionsindex x verschwindet. 
Dem absoluten Werte nach ist X groß für das Gebiet ano- 
maler Dispersion, klein für sehr kleine oder sehr große n. 
Ich betrachte jetzt X auf der Geraden 7 = — o, die be- 
stimmt ist durch die Punkte N,, N, (wo X verschwindet) und 
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let U,, U, (wo X unendlich ist) und in der Nähe der Verzweigungs- _ 
de schnitte N, U, und N, U,. Die Koordinaten dieser Punkte sind 
(gl. Sommerfeld, l.c. § 4): ' 


en 

U,,D, n=-0 §o= + Vn,? — 

‚en Auf der Geraden „= — o hat u den Wert ae = 
sen Eco? — 


ist also positiv reell in den Intervallen 0 <&< &,<&< ©, 
und rein imaginär für §..< §< £, und zwar positiv auf dem 
einen Ufer des Schnittes § &., negativ auf dem anderen. 
Um diese Zeichen zu bestimmen, betrachten wir u in der 
Nähe der Punkte U,, N. 
Für die Umgebung von N, setzen wir 


| 
wo r, « Polarkoordinaten um N, bedeuten, und finden © Wy 
er- ia 
are“, 
(9) 
| 
a 
Daher fiir 
2 
= 
= “= = = 
ae 2 Mo V 2 
Ma = + Wi; 
Ebenso sei in der Umgebung von U,: RR 
x 


| 
Fr 
m 
y 


o = Pa = (1 +:)oo, 


a= 0 = +200 
0 


Wie 2 2 


| Dies ist in der nachstehenden Fig. 1 angedeutet. Nun 
sieht man leicht, daß X (= reeller Teil von v = — in(O—p)) 
in der Nähe von N, auf beiden Ufern des Schnittes negativ 
ist. Denn wir nehmen O0=1 (vgl. § 1). In der Nähe von 
U, dagegen ist X negativ am oberen Rand des Schnittes und 
am andern positiv. 


i: 
¥ 
— 
I+ 5 0 U 
- = 1 4 / N, 
ar: Kurve u, 
Fig. 2. 


Formel (8) liefert den Wert von u auf der Geraden 7=—o. 
Wir leiten daraus den Wert von X ab: 3 
ist u reell: X=-o()-u), 
ist u rein imaginär: X=— Ey). 
In Fig. 2 sind zur Abszisse & (diese auf der Geraden „= —0 
genommen) u, + u, + (£/e) u, als Ordinate aufgetragen. Die 
Punkte X= 0 ergeben sich dann als Schnittpunkte von u, oder 
von +(£/e)u, mit einer Parallelen zur £-Achse im Abstand @. 
ane Für 6 =1 liegt einer dieser Punkte zwischen N, und U, und 
2; zwar am unteren Rand des Schnittes, seine Abszisse ist & = AC. 
Mit wachsendem © verschiebt er sich von N, gegen U,. Ein 
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zweiter Schnittpunkt mit der Abszisse £ = AB kann zwischen 
0 und U, auftreten. 

Aus dem Verhalten von X in der Nähe von U, folgt, daß 
die Kurve X= 0 von diesem Punkt U, ausgehen muß. Für 
die Umgebung von U, war 


p= = (sin $ +i cos 


2) 


daher 


I=- 004745 = (9 sin — 


Sei w, eine Lösung der Gleichung 


so ist, §.. >> vorausgesetzt, w, ein Winkel nahe an x, der 
bis auf Vielfache von 2 definiert ist. Dann wird En 


b o-@ 

Die a X= 0 ist dann für kleine R und kleine o — 0, 
die Spirale 


+ 


die in U, die Gerade w= a, 
berührt. 

Nebenstehende Fig. 3 
zeigt das Bild der komplexen 
Ebene in der Umgebung des 
Schnittes U, N,. In den 
schraffierten Gebieten ist X | 
negativ. 


| 
>, 


$ 3. Lage der Sattelpunkte. 


Was uns am meisten interessieren wird, ist nicht so sehr 
die Kurve X= 0 als vielmehr die Lage der Sattelpunkte. Sind 
diese einmal gefunden, so wird sich der Integrationsweg als 
Fallinie über die Sattelpunkte ohne Schwierigkeiten angeben SZ 
Annalen der Physik. IV. Folge. “4. 
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lassen. Die Kurve X=0 ist eine der zu den Fallinien 
orthogonalen Niveaulinien. Ai 
A. Umgebung des Anfangspunktes. 


Um die Sattelpunkte in der Umgebung des ke 
zu finden, entwickeln wir u nach steigenden Potenzen von n: 


ton—n* nm? —2ion—n® 


Wir haben zu entwickeln (n,? — «)/(n,?— «), wo = 2ion+n 
klein ist gegen n,? 
Beim 
ray dag 4 
(11) nr +An(n+2io)+. 
0 


wenn « eingesetzt wird und A definiert ist durch 
a 

Nach (4) wird nun 

(12) — An(n+ 2io)), 
wenn gesetzt wird (vgl. 4b) VTA 
a2) 


Um die Sattelpunkte zu finden, haben wir zu bilden 
4°20,  —An(Bn }-4i9)=0. 


Die Wurzeln dieser Gleichung sind 


1 1/8" 40?. ı 
AS. 

Fall A1: 0’ < 4 Ao?; die Sattelpunkte sind gegeben durch 
(13) 40? — 
sie liegen auf der imaginären Achse symmetrisch zum Punkt 
&=0, 7=—%0. Man zeigt leicht, daß die Fallinien durch 
diese Punkte zu den Achsen parallel sind (vgl. Fig. 4). Die 
Pfeile deuten die Richtung des Anstiegs auf den Fallinien an. 
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Fall A 2 
Geraden 7 = 


gaploagte 


Mac 


Die zugehörigen Fallinien sind unter 45° — die 
Achsen geneigt (vgl. Fig. % 


a 


Up 


23 


Fall A 3: 0’ = 4 A o?; in diesem Fall existiert ein spezieller 
für den gleichzeitig dv/dn und d?v/dn?=iA(6n + 4io) ver- 
schwinden. Um in der Umgebung dieses Punktes v zu berech- 
nen, führen wir Polarkoordinaten r, « um den Sattelpunkt ein: 


ret 


Pack 


‘a 
Lien Sattelpunkte liegen auf der 8 
-2 9 symmetrisch zur imaginären Achse: ar 
- 
0 = 
x 
U, Ny 
* 
ch 
kt 
ch 
ie 


v = i(—D'n + An’ + 2io An’) =i A(— $0? n + n* + ni) 


0°. 
Daher 

X= X, — Ar’sinde. 

Fig. 6 gibt das Bild diese 
Sattelpunktes und den Verlauf 
der Fallinien in ihm. 

Die beiden Sattelpunkte 
die zunächst auf der imaginären 
Achse liegen, nähern sich also 
mit wachsender Zeit, fallen im 
Augenblick 


2 _ Ns 2 
d = 440 (d. h. oe 2+ 3 40°) 


in einen speziellen zusammen und rücken dann symmetrisch zur 
imaginären Achse auseinander. 


ser B. Sattelpunkte in großer Entfernung. 


ee betrachten die komplexe n-Ebene für große n und 
vernachlässigen n,? gegen n®. Dann wird nach (2) 


a? a? 


oder, da das zweite Glied sehr klein ist: En 
a? 1 

(16) u= 2 n(2i9 +n) » 


Formel (4) ergibt dann 


a 1 
v= —in(O — = —ind— Siete’ 
wo O—1=D (vgl. 4b). Die Sattelpunkte sind definiert durch 
Hi Am 
leraus 


(17) =— 2io+§& &, = ——- a 
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Wir haben also auf der Geraden 7 = — 20 symmetrisch 
zur n„-Achse zwei Sattelpunkte. Für v schreiben wir dann 


a? 1 
Die Niveaulinien für X durch n, sind die Parallelen zu 
den beiden Achsen. (Auf der ganzen Geraden 7 = — 20 wird 


in den Grenzen, in denen die Näherung gilt, X = — 20d). Die 
Fallinien sind unter 45° geneigt (vgl. Fig. 7). Fir })=0 
liegen die Sattelpunkte auf der Geraden 47 = — 20 im Unend- 
lichen, mit wachsendem d verschieben sie sich auf dieser Ge- 
raden im Sinne der abnehmenden |£]; ist d einigermaBen groB, so 
daß £, nicht sehr groß ist im Vergleich mit n,, d.h. nähert 
sich der Sattelpunkt dem Verzweigungsschnitt, dann verliert 
die Annäherung ihre Gültigkeit. Man kann zeigen, daß die 
Sattelpunkte die Gerade 7 = — 20 verlassen, um sich längs 


der Kurve, die angenähert in Fig. 7 eingezeichnet ist, dem gt y, 
= 


Fig. 7. 


Für sehr kleine Zeiten d (O nahezu = 1) gibt es außer 
diesen Sattelpunkten noch zwei weitere auf der imaginären 
Achse zu beiden Seiten des Anfangspunktes,. die sich mit 
wachsender Zeit der reellen Achse nähern. Es sind jene, 
welche wir für etwas größere Zeit O unter 41 in der Nähe 
des Anfangspunktes gefunden haben. Ihre genaue Lage ist 
nicht von Wichtigkeit. 

Größenordnung. Hier ist die Stelle über die Größenord- 
nung der verschiedenen Konstanten, die in die Formeln ein- 
treten, einige Angaben zu machen. 
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Die im dispergierenden Medium durchlaufene Tiefe nehme 
wir gleich 
z=|cm. 
Die Wellenlänge des auffallenden Signals sei in Luft ge. 
=0,5p=5-10-5cm, 


dann wird die Frequenz 
- 10 
0 


Die Eigenfrequenz des Medinne nehmen wir zu 
= 10:v= 4-10, 
Der Brechungsindex für die Frequenz » sei ; 


ira) u=1,. 

Diese Angaben erlauben in Verbindung mit der Annahme 
verschwindender Absorption (9 = 0) die Berechnung der Größen. 
ordnung von a?. Nach Formel (2’) ist map 


a® = (u? — 1) ) 
also nahezu a=n,. Hieraus 
= Yn,?+ a? = 1,5-n, = 6-10". 
Der Koeffizient A war definiert durch 


ann, In’ 


Ich will auch eine Angabe über die Größenordnung des 
Koeffizienten o machen nach „Goldhammer, Dispersion und 
Absorption des Lichtes“.’) Man findet p. 126 Angaben über 
die Größenordnung des logarithmischen Dekrements y für 
einige Stoffe. Dieses Dekrement hängt mit unserem o 2 
sammen durch die Gleichung 


4 
2a 
Versuche mit Eosin und Fuchsin ergeben etwa Fe 
y = 0,45 
für Quecksilberdampf ist y = 0,8, fiir Joddampf ist (1. c. p. 57) 
die Dämpfung sehr klein. 


1) Leipzig 1913. 
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Die folgende Tabelle gibt die entsprechenden Werte von o 


Y | 0,06 08 0,45 0,6 0,9 


| 


| 5-10-* = 7,5+10- 1072 1,5 10 


In allen gewöhnlichen Fällen ist also o? klein gegen 


2 9 = 


§ 4. Sukzessive Verlagerung der Sattelpunkte in Abhängigkeit ae ae 
von der Zeit. Wahl des Integrationsweges. - 

Die nachstehenden Figg. 8—14 zeigen den Anblick, den 

die komplexe Ebene für verschiedene Zeiten darbietet. Es ist 
nur die Halbebene dargestellt, man sieht aber leicht, daß zwei 


Fig. 9. 


Punkten n= + &-+in, die zur imaginären Achse symmetrisch 
liegen, die Werte » = X +: entsprechen, so daß die Figuren 
symmetrisch sind in bezug auf die imaginäre Achse. In den E: ; 
schraffierten Gebieten ist X negativ. Die wichtigsten Fallinien N 2 
sind eingezeichnet; sie gehen von den Punkten, wo X negativ 
unendlich ist, aus bis zu den Stellen, wo X positiv unendlich = =» 
ist. Diese Punkte sind die beiden Punkte U und (außer für 
t= 0) der unendlich ferne Punkt in Richtung der imaginären — 
Achse. Ich erinnere an die Bezeichnungen ot Sale 


c 
@—1=)d d=t 


Für £< z/c herrscht Ruhe, das Integral verschwindet; die ae 


ersten Vorläufer des Signals kommen an mit der Geschwindig- 2. 
5 


keit c, d.h. zur Zeit t = 0 (vgl. Sommerfeld, |. c.). Ka 


ge- 
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Fig. 8 gibt das Bild der komplexen Ebene für t <0, 

Der Integrationsweg kann in Richtung der positiven imaginären 
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Integrationsweg. 
Fig. 10. 


d 2 G 
2.78 CI OU | 
y GP: Zi 
del 
| 
rn Achse ganz ins Unendliche gezogen werden. Das Integral 
verschwindet, da X dort negativ unendlich ist. 
| 3 
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Für den Zeitpunkt t= 0, der in Fig. 9 dargestellt ist, 
bildet der Kreis mit unendlichem Radius einen Teil der Kurve 
X=0. Man kann auch hier den Integrationsweg nach oben 
ins Unendliche ziehen, das Integral verschwindet, aber nicht 
mehr exponentiell, sondern wegen des Faktors 1/n — ». 

Für t> 0 ersieht man aus den Figg. 10—14 die Ande. 
rung der komplexen Ebene. Von einem Gebiete, wo X große 
negative Werte annimmt, gelangt man über einen Sattelpunkt 
in ein anderes solches Gebiet. Wir werden den Integrations- 
weg so ziehen, daß er möglichst lange durch solche Gebiete 
hindurchgeht, in denen das Integral praktisch Null ist. Es 
bleibt dann das Integral nur in der Umgebung der Sattel. 
punkte auszuwerten, und zwar wählt man am besten als Inte- 
grationsweg eine Fallinie durch den Sattelpunkt. Dieser In. 
tegrationsweg ist in die Figuren eingezeichnet und seine Ände- 
rung in Abhängigkeit von der Zeit leicht zu verfolgen. 


In der Nähe der Sattelpunkte ist die Integration ange- 
nähert auszuführen, wenn die Sattelpunkte nicht zu nahe an 
den Schnitten UN oder am Punkt x = » liegen. Man kann den 
Integrationsweg durch seine Tangente im Sattelpunkt ersetzen 
und den Faktor 1/n — » als konstant betrachten und kommt 
so auf elementare Integrale (vgl. § 5). Unter den angegebenen 
Beschränkungen wird die Integration Ausdrücke liefern, die 
Vorläufer, deren Amplitude außerordentlich klein ist im Ver- 
gleich mit der schließlichen Amplitude des Signals. 


Wir wollen nun sehen, was eintritt, wenn der Integrations- 
weg dem Punkte n=» (v reell) nahe kommt. Wir nehmen 
etwa diesen Punkt zwischen dem Anfangspunkt und dem Ver- 
zweigungsschnitt O<»<.n,. Das entspricht dem oben bei 
Berechnung der Größenordnung gewählten Fall: wir hatten ein 
Signal im sichtbaren Teil des Spektrums, das sich in einem 
Medium mit einer Eigenperiode im Ultravioletten ausbreitet. 
Der umgekehrte Fall »>n, würde ganz analoge Resultate 
ergeben. 

Mit zunehmender Zeit verläuft der Integrationsweg zunächst 
oberhalb und links von dem Pole », geht dann durch ihn hin- 
durch und verläuft endlich rechts und unterhalb desselben. 
Er ist dann durch eine Schleife um den Pol zu ergänzen 
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(Figg. 15a, b,c). Im ersten Fall (Fig. 15a) liefert die Inte- _ 
gration ein oszillierendes Glied, dessen Amplitude bis etwa 
der schlieBlichen zunimmt 15b). 


muß man einen festen oszillierenden Ausdruck, der die schlieB- = 
liche Amplitude hat und gegeben ist durch die Schleife, uper- 
ponieren einem Ausdruck mit negativem Vorzeichen, dessen __ 
Amplitude von !/, der schließlichen abnimmt bis zu sehr 
kleinen Werten, und der gegeben ist durch den anderen Teil a 
des Integrationsweges. 
schiedenen Ausdriicke und ihre Superposition ~~ dar. 


tiv a6 


In der Tat, wenn der Integrationsweg ganz in der Nahe ——— 


Poles verläuft, liefern seine entfernteren Teile einen zu vernach- 
lässigenden Beitrag: es geniigt die unmittelbare Nachbarschaft 
des Poles z zu berücksichtigen. Man kann dann im Integral 
nt—ka als konstant betrachten gleich vt— kz, wobei (vg) 
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g,@ Polarkoordinaten um », so wird 


und für das Integral folgt 

R fae) =e 4 sin(v¢ —2a i) 

Für die volle Schleife ist »/2#=1. Das erste Glied stellt 

also die schließliche Schwingung dar. Für den Weg in Fig. 15b 

hat man »/2” = }, was die vorausgehenden Behauptungen 

rechtfertigt. Ich werde nicht die vollständige Berechnung der 

Integration in der Nähe des Poles geben, die ziemlich er- 

müdend ist und nichts mehr liefert, als die eben angestellten 
Überlegungen. 

Wir sehen also, daB in dem Moment, wo der Integrations- 

weg den Pol trifft, die Intensität der Schwingung sehr rasch zu- 

nimmt; vorher war sie sehr klein (vgl. unten die Größenord- 

nung der Vorläufer) und wird nun von der Größenordnung 

der schließlichen Intensität. Wir haben in diesem Moment 

die Ankunft des Signals, die uns erlaubt eine Signalgeschwin- 

digkeit zu definieren. Von dieser werden wir namentlich zeigen, 

daß sie der Gruppengeschwindigkeit gleich ist, wenn wir 

weit vom Verzweigungsschnitt 

 gntfernt sind, d. h. wenn das 

Signal eine von der Kigen- 

periode des Mediums stark ab- 

weichendeSchwingungsdauer hat. 

Der Sattelpunkt C verschiebt 

sieh mit zunehmender Zeit im 

Sinne wachsender Zeit & (Fig. 18) 

auf einer Geraden, die zur 

reellen Achse parallel ist und 

7 kleinen Abstand von ihr hat 

CD=%o sehr klein gegenüber der Abszisse [vgl. 

Fig. 5]. Von den Fallinien durch den Sattelpunkt, die unter 

> 45° geneigt sind, ist die eine unser Integrationsweg; sie schneide 

ER die reelle Achse in 3. Zeichnen wir die Fallinien in der Um- 

Bind gebung des Sattelpunktes, so sieht man, daß eine von ihnen 
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die reelle Achse im Punkte D berührt, der dieselbe Abszisse 
hat wie der Sattelpunkt C. 

Nach Definition ist der Zeitpunkt der Ankunft des Sig- 
pals der, in dem der Punkt B den Pol P erreicht. Die Ent- 
fenung DB=CD ist sehr klein. Ich will zeigen, dB das 
Signal mit einer der Gruppengeschwindigheit genau gleichenGe- = 
schwindigheit ankäme, wenn wir die Ankunft des Signals defi- = 
nierten durch den Zeitpunkt, wo der Pol P vom Punkte D er- ER 
reicht wird. 

In der Tat ist auf der reellen Achse (nreell) R=k,+ik; 
wenn man den reellen und imaginären Teil trennt, wird 


w= = =(X+ 


In D ist die reelle Achse Tangente an eine Fallinie fir 
X, die dazu senkrechte Richtung ist also Niveaulinie fir X: 


wo U die Gruppengeschwindigkeit bedeutet. Nun ist die Abszisse 

des Poles P gleich », der Frequenz des Signals. U, sei die f BR, 
zu » gehörige Gruppengeschwindigkeit; der Pol wird vom Punkte 
D erreicht zur Zeit t= x/U,, wo z die vom Signal durch- __ 
laufene Strecke ist. Würde dieser Zeitpunkt die Ankunft des 
Signals definieren, so hieße dies, das Signal breitet sich mit 
Gruppengeschwindigkeit aus. 


Über die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines Signals, > er 
dessen Frequenz in das Gebiet anomaler Dispersion fällt, 
vel. § 6. 

Die Signalgeschwindigkeit definiert also den Moment der ote 
Ankunft des Signals mit merklicher Amplitude, während die mPa a 
Phasengeschwindigkeit nur die Anordnung der Phasen m 


Signal bestimmt (vgl. Sommerfeld, .. 84. 
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5 Im vorausgehenden Paragraphen haben wir die Lage der 
_ Sattelpunkte berechnet und gezeigt, wie der Integrationsweg in 
ie: i ihnen verläuft, und wollen nun die Berechnung des Integrals 

in der Nähe der Sattelpunkte ausführen. Während das Passieren 
des Integrationsweges über den Pol uns die Signalgeschwindig- 
keit geliefert hat, wird die Integration in der Nähe der Sattel- 
= untergeordnete Glieder liefern, die Vorläufer, deren In- 
_ tensität sehr schwach ist im Vergleich zu der des Signals. 
Wir führen die Rechnung in derselben Reihenfolge aus, in der 
wir in $3 die Lage der Sattelpunkte bestimmt haben. 


A. Sattelpunkte in der Umgebung des Anfangspunktes. 


Fall Al. Für d’ < $ Ao? haben wir zwei Sattelpunkte auf 
der imaginären Achse gefunden. Der Integrationsweg geht durch 
N: den Sattelpunkt mit der Ordinate (vgl. Formel 13, Fig. 4) 


parallel zur reellen Achse. Wir setzen in der Nähe des 
_ Sattelpunktes, wenn & eine kleine reelle GréBe bedeutet, 


n=i 

und entwickeln in der Nähe dieses Sattelpunktes die Funktion 
Se aus Gleichung (12); die Glieder erster Ordnung verschwinden 
(do/dn=0 im Sattelpunkt) und die Glieder zweiter Ordnung 
nd oa reell, da wir auf einer Fallinie für X (d. h. auf einer 
z{ Kurve Y = const.) bleiben. Man findet so 


x v,, der Wert der Funktion v im Sattelpunkt ist reell, v p=), 
SE Y, = (0, was wir noch benutzen werden. Dies Resultat ist 
en ER = übrigens leicht verständlich und gilt auch für Sattelpunkte in 
5 großer Entfernung vom Anfangspunkt, für die die angenäherte 
Formel (11) unexakt wäre. Der Sattelpunkt liegt nämlich auf 

der imaginären Achse, die Fallinie, die wir als Integrationsweg 
: benutzen, geht durch ihn hindurch und verläuft symmetrisch 
Achse. Auf dieser Sante muB Y einerseits 
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konstant bleiben (§ 1), andererseits nimmt es für Punkte sym- — 
metrisch zur imaginären Achse entgegengesetzt gleiche Werte = 
an (vgl. Anfang des § 4); es ist also notwendig Y = 0. 

Nun ist in der Umgebung des Sattelpunktes das a 
gral f zu berechnen: 


[ - — B# 

1 e° e° 

+8 4 

Damit die Näherungsmethode zulässig sei, müssen die Gren- 

zen + &, zwischen denen ich das Integral nehme, klein sein _ 

in bezug auf andere Größen in der n-Ebene, z.B. m. | 


Am Ende des § 3 habe ich gezeigt, daß folgende GréBen- —_— 
ordnungen zulässig sind: er 


y=4-10%, m, =4-10%, 4=1.10-8, 


Andererseits fordert die angenäherte Formel für den Brechungs- 
index, daß im Sattelpunkt 7,? sehr klein sei gegen n,?”. Nehmen 
wir 10", so findet man 

B=3An,=4- 10-8 = 3-107", 


Die Näherung wird gültig sein, wenn ich ein gegen n, kleines & 


und 


so finden kann, daß die Exponentialfunktion PER. 
Null ist. Es genügt anzunehmen 


Setzen wir die vom Licht durchlaufene Strecke x = 1 cm, 
so erfordert dies: 


= 
Für eine Tiefe x = 100 cm findet man e = 5-10% =n 0/1000. 
Diese Werte sind aber zulässig für unsere Rechnung. 
n— v wird in diesen Grenzen als konstant betrachtet: 


vt + ny?” 


und es bleibt nur das ee auszuwerten 


praktisch 
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Nimmt man den reellen Teil, so findet man endlich aus (18) 


v e 

[= 
Wir wollen die Größenordnung von f untersuchen und 
seine Änderung mit der Zeit. Die Wurzel ist von der Größen- 
ordnung $10", sie nimmt langsam zu; der erste Faktor ist 
von der Ordnung 1/2», also ungefähr 4 - 10715; das Produkt 
beider Faktoren wird von der Ordnung oy und nimmt zu 


mit der Zeit. Es bleibt noch zu untersuchen, wie der Ex- 
ponent sich verhält; wir haben 
x 


8d’ + 


n, ist also von der Größenordnung von 8 2. ; dies gibt 


wobei 


Dies ist eine negative Größe von großem absoluten Be- 
trag ((x/c)d’ < 0, 7, groß), die für 0 gegen Null geht. 
Unsere Annäherung gibt nicht ihre genaue Änderung für 
v’=0. 
Im ganzen ist die Funktion f zunächst nahezu Null, 
nimmt dann zu, um für >’ = 0 einen immer noch sehr kleinen 
Wert anzunehmen: 
NEN 1 e 

fv=0= 2v V 2n ox 
Den Wert von f für Zeiten — $ 49° will ich nicht be- 
rechnen, es findet ein allmählicher u der nicht oszil- 
lierenden hier gefundenen Funktion zu der oszillierenden 
Funktion statt, die wir für d’ > #40? finden werden. f be- 
hält übrigens die Größenordnung von fy- 
Fall A2. Wenn d’ >#4o?, haben wir zwei zur imagi- 
nären Achse (vgl. Fig. 5): 
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(vgl. Formel 14). Der Integrationsweg hat in ihnen die Rich- | Br 
tung von Geraden, die unter 45° geneigt sind. Wir ‚setzen : 
also in der Umgebung dieser Sattelpunkte a1: 


daher 
x 


Wie in dem bereits behandelten Fall nimmt der Ex- ae a 


ponent v in der Nähe des Sattelpunktes die Form an ee Eo 
=v, — Cs, da 
Man findet 
C=646,, 
X,=30(-# +540%, +46 + $0%). 


v 


Wir haben nun das Integral sce 


für die unmittelbare Nähe der genannten Sattelpunkte Der 
Koeffizient C hat dieselbe Größenordnung wie im voraus- 
gehenden Fali der Koeffizient B. In erster Annäherung be- 
trachten wir den Faktor 1/n — v für jedes der zu den beiden 
Sattelpunkten gehörigen — als konstant und setzen ihn 


Zu 


mit dem konstanten Faktor e<°” vor das Integralzeichen. Es 
bleibt dann für den einen oder anderen Sattelpunkt das 


Integral 

6 c 2 

+a 

wo « eine kleine Größe ist. In Rücksicht auf die Größe - 
von C hat das Integral denselben Wert als wenn « unendlich * 
wäre, nämlich = 

wenn man C durch seinen Ausdruck ersetzt. Die Integration ee u 
in der Umgebung der beiden Sattelpunkte ergibt also m 
Annalen der Physik. IV. Folge. 44. a 
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~ (Xp + i ¥p) (Xp ¥p) 
‘ 3n&,xA -i30- 
Nach einigen elementaren Umrechnungen erhält man schließlich 

19) f= A | ) 
2 2 _ 2 $ 

P+ | + (4 += y,] 


Der Exponent (z/c)X, ist immer negativ, sein absoluter 
Wert wächst mit der Zeit ungefähr wie +3 (z/c)od = +2ot. 


Die Exponentialgröße e « “, die zunächst (d’ = 0) nahe an 1 
ist, nimmt daher allmählich ab und geht gegen Null, wenn 
sich die Sattelpunkte den Verzweigungsschnitten nähern. Die 
Wurzel ändert sich in demselben Sinne mit der Zeit. Den 
anderen Faktor werden wir, um sein Verhalten besser über- 
sehen zu können, etwas vereinfachen, indem wir 0? gegen 
v? — &? vernachlässigen, was immer erlaubt ist, außer wenn 
der Sattelpunkt in der Nähe des Poles » liegt. Man findet 
dann 


(19’) per. (F +=Y,) | 


Man sieht, daß im allgemeinen das cos-Glied überwiegt, 
wenn aber der Sattelpunkt sich dem Pol nähert, ergibt sich 
eine Änderung in der Phase, das sin-Glied darf dann nicht 
vernachlässigt werden. Der Faktor »/»* — &,?, der im allge- 
meinen von der Ordnung 1/v, also sehr klein ist, wird sehr 
groß, wenn der Sattelpunkt in die Nähe des Poles rückt. 

Ich will nun die augenblickliche Frequenz wo = 22/T 
dieser Schwingungsbewegung suchen, die willkürlich definiert 
sei als zeitliche Ableitung der Phase, wenigstens wenn das 
cos-Glied überwiegt, §, also von » stark abweicht: 


a7, _#éY, 
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wenn o? gegen d’/A vernachlässigt wird; daher __ 


Die augenblickliche Frequenz ist also gleich der Abszisse £, 
des Sattelpunktes, d. h. nach obigem (Ende des § 4) gleich der ~~ 
Frequenz einer Schwingungsbewegung, deren Gruppenge- 
schwindigkeit z/t ist. 
Wir berechnen die Größenordnung der Amplitude der 5 
Schwingung, indem wir dieselben Größenordnungen zugrunde 
legen wie im vorausgehenden Fall: 


= 108, 


Die Amplitude ist bis auf den Exponentialfaktor div = 


1 V 
vVuCx 30° 
Ar Vorläufer haben also eine Amplitude brs der Ordnung 


, d. h. eine Intensität von der Ordnung ;,, von der des 


Signals, Diese Intensität hängt übrigens direkt von der Ver- tee 
teilung der Intensität im Spektrum des anfänglichen Signals == 
ab. In der Tat tritt in der Amplitude der betrachteten a ang 2 BE 


auf, der bis auf den Zahlenfaktor —1/a die Amplitude der 
Schwingung von der Frequenz &, im anfänglichen Signal dar- 4 om. 
stellt (vgl. Sommerfeld, 1. c. § 2): j 
pout 
Den Ausdruck (19) können wir auch in anderer Form 
schreiben, in der nur die Größen x und t’ vorkommen. Diese 
Darstellung gilt jedoch nur angenähert für Sattelpunkte, die 
dem Anfangspunkt und dem Pol » nicht zu nahe liegen. Wir 
benutzen die oben aufgestellte angenäherte Beziehung 
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Va “ya 


und erhalten aus (19): 


f= a | 
Va „_ ef 
3Ax | 
(19”) 
4 / et | 
®] 3 Az in(? 
t’ 3 | 3Ax 4 | 


Die Integration in. der Nähe der dem Anfangspunkt be- 
nachbarten Sattelpunkte hat uns also eine Schwingungsbe- 
wegung folgender Art geliefert: 

Bis zu Zeiten nahe an f!= = 0 (¢ = 2n,/n, c) keine 
merkliche Bewegung, bei ft’ nahezu =O eine leichte Ver- 
schiebung, dann für t’ > 0 eine Schwingungsbewegung von sehr 
kleiner Amplitude, deren Frequenz von Null an wächst. Die 
Amplitude nimmt sehr rasch zu, wenn die Frequenz dieser 
Vorläufer sich der des Signals nähert. Das Signal kommt 
nahezu mit Gruppengeschwindigkeit an und nimmt sehr rasch 
seine endgültige Amplitude an. Doch ist es noch einige Zeit 
durch die Vorläufer deformiert, deren Amplitude sehr schnell 
abnimmt, während gleichzeitig ihre Frequenz weiter wächst. 
Nähert sich diese der Eigenfrequenz der schwingenden Elek- 
tronen im Medium, so wird die Amplitude ihrer Schwingungs- 
bewegung unmerklich. 

Dies gilt für den Fall O<v<n,, d. h. für ein sicht- 
bares Signal und für eine Eigenperiode der Elektronen im 
Ultravioletten. 

Den eben gefundenen Teil der Vorläufer werde ich die 
zweiten Vorläufer nennen; die Integration in der Nähe 
der in großer Entfernung liegenden Sattelpunkte wird uns die 


ersten Vorläufer liefern. 
B. Sattelpunkte in großer Entfernung. Hite! 


Wir haben gesehen, daß für sehr kleine Zeiten d ein 
Sattelpunkt auf der imaginären Achse zu ne wäre 
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und daß zwei weitere symmetrisch zu dieser Achse liegen in 
den Punkten (vgl. Gleichung 17, Fig. 7) 


yet 


Die Integration in der Nähe des Sattelpunktes auf der 
imaginären Achse liefert, da er sehr flach ist, einen unmerk- 
‘lichen Beitrag. Ich habe bereits gezeigt (Fall A1), daß das 
Integral in der Nähe dieses Punktes zu vernachlässigen ist, 
außer wenn er dem Anfangspunkt sehr nahe liegt; auch wurde 
schon erwähnt, daß auf der Fallinie durch diesen Sattelpunkt, 


d.h. auf unserm Integrationsweg Y verschwindet. 

Wir beschäftigen uns also nur mit den beiden anderen 
Sattelpunkten, in denen der Integrationsweg als Gerade unter 
45° verläuft. Wir setzen daher in der Umgebung dieser 


Punkte 
n= — 2ie+§,+ (1 Fi)e 
; dn=(lFi)de=V2e ‘de, 
und finden fiir v die Entwicklung 


a? 


v=v,—-De= Opa tie 


Für diese Sattelpunkte haben wir die Grenzen + @ im 
Integrale 


= 
a 


2 


so zu wählen, daß e an diesen Grenzen verschwindet. Die 
Näherungsmethode ist dann gültig, wenn @ klein gewählt 
werden kann in bezug auf $£, Um dies an einem Zahlen- 
beispiel zu zeigen, setzen wir 


§&,=10-n, a=n, = 4-10, 
4110-9, 2 D=- 10m. 


Die Exponentialfunktion ist praktisch Null, wenn — (z/c) De? 
etwa — 10 beträgt. Dazu ist erforderlich 


10, &=3:1015, 
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also von der Größenordnung £,/100, was wohl zulässig ist, 
Die Näherung gilt, wenn die Abszisse $, des Sattelpunktes 
größer ist als n,, ohne jedoch zu große Werte anzunehmen, 
was für Zeiten d ganz nahe an Null der Fall wäre (vgl. (17)), 


Betrachten wir den Faktor 1/n— » als konstant und 
setzen ihn vor das Integralzeichen, so bleibt das Integral aus- 


zuwerten 
‘ 


a z 


+ co 


Je nachdem es sich um den einen oder anderen Sattelpunkt 
handelt, ist dieser Ausdruck zu multiplizieren mit 


a 2 AS a = 


dann hat man die Summe beider Glieder zu nehmen und zum 
reellen Teil überzugehen und findet so 


(F = + 4), 


ne, 


oder, wenn man statt §, nach Formel (17) überall t einführt: 


v —2et 22 
(20’) f=- (7) cos [a t+ 
Die ersten Vorläufer kommen also mit Vakuumgeschwindigkeit 
an, denn sie setzen ein fir t = ¢—z/c = 0. Ihre Schwingungs- 
dauer ist zuerst sehr klein und wächst allmählich. Definieren 
wir wie bei den zweiten Vorläufern eine augenblickliche Fre- 
quenz, so sieht man leicht, daß diese auch hier in jedem 
Moment gleich ist der Abszisse &£, des Sattelpunktes. Die 
Amplitude ist zunächst Null, nimmt dann zu und (bei Berück- 


sichtigung der Dämpfung) wieder ab wie der Faktor te *®*, 


Für den Fall des gewählten numerischen Beispiels findet 
man die Amplitude von der Ordnung 2-10~%, die Intensität 
also von der Ordnung 4 - 10®. 

Die hier angegebenen Annäherungen verlieren ihre Gültig- 
keit für sehr kleine t, d. h. für sehr entfernte Sattelpunkte. Die 
ersten Vorläufer sind nämlich gegeben durch den Ausdruck 
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wie Hr. Sommerfeld gezeigt hat (l. c. Formel 33). Ersetzt | Mei 
man die Besselsche Funktion durch ihren asymptotischen 
Ausdruck, so findet man unsere Formel (20), die daher nur Fr 
für nicht zu kleine t-Gültigkeit beanspruchen kann. Der Faktor => 

-?et fehlt, da die Formel von Hrn.Sommerfeld unter der Vor- i ae 
een o = 0 abgeleitet wurde. Geht man auf die GréBen- 
ordnungen, wie sie am Ende des § 3 gegeben wurden, zurück, 
so überzeugt man sich, daß man in den dortigen Bipien 
o gegen n, nicht vernachlässigen darf. SER 


§ 6. Signalgeschwindigkeit. 
Im vorausgehenden Paragraphen habe ich die Vorläufer 
berechnet und an Zahlenbeispielen gezeigt, daß ihre Intensität 
sehr gering ist im Vergleich mit der des eigentlichen Signals. 
Ich will mich nun mit der Signalgeschwindigkeit beschäftigen. PT 
Gegen Ende des § 4 wurde gezeigt, daß in dem Moment, n 
dem der Integrationsweg den Pol trifft, die Amplitude der _— 
Schwingungsbewegung merklich wird — von der Größenord- 
nung der halben endgültigen Amplitude. Man kann also, 
übrigens willkürlich, die Ankunft des Signals durch den Moment 
definieren, in dem der Pol v vom Integrationsweg erreicht wird. 
Alle diese Überlegungen bezogen sich auf den Fall, wo 
» stark verschieden ist von n,, d.h. auf den Fall normaler se 
Dispersion. Es scheint sinngemäß an der vorstehenden Defi- 
nition in allen Fällen festzuhalten, auch wenn das Signal eine 
Schwingungsdauer im Gebiet der anomalen Dispersion hat. ; 
Da » als wirkliche Frequenz eine reelle positive Zahl ist, 
liegt der Pol » immer auf der £-Achse zwischen 0 und + 00. | 
Zeichnen wir die komplexe Ebene für ein Signal, wie es __ 
in der Tiefe x zur Zeit £ beobachtet wird (Figg. 8—14), so 
hängt die so erhaltene Figur nur ab von der GréBe i ettitws 
v=—-inO—- W=X+i/ Gig 
(rgl. Gleichung 4), sie ist also unabhängig von der Frequenz vy 
des Signals; sie ist dieselbe für eine andere Tiefe z’ zu einer 
Zeit t’, die die Bedingung erfüllt (vgl. Gleichung 4a) 
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Die reelle positive Achse schneidet den isn in den 
Punkten B,, B,,... mit den Abszissen »,, »,...(vgl. z. B, 
Figg. 13 u. 14). Nach der eben eingeführten Definition wird 
ein Signal von der Frequenz », in dem der Figur entsprechenden 
Augenblick ¢ eine merkliche Intensität annehmen. Die Be. 
ziehung (21) zeigt, daß die Zeit ¢ der Tiefe z proportional ist; 
das Signal breitet sich also mit konstanter Signalgeschwindig- 
keit S aus. Man hat 


ce 
tegen: 
die reduzierte Zeit © mißt also das Verhältnis der Vakuum- 
geschwindigkeit zur Signalgeschwindigkeit für die Frequenz »,. 
Die Figg. 10—14 zeigen die Verschiebung der Punkte B,,2,. 
mit zunehmendem ©. Trägt man zu den Abszissen »,, v,... 
die Ordinaten ¢/S= © auf, so erhält man eine Kurve, die in 
Fig. 19 eingetragen ist; den Punkten B entsprechen dabei die 
Punkte 4, die dieselbe Abszisse haben. 


In $ 4 wurde gezeigt, daß für einen Punkt D (Fig. 18) 
der komplexen Ebene, in dem eine Fallinie für z die reelle 


ati 
wo U die Gruppengeschwindigkeit für die Frequenz & = OD. 
In Fig. 19 ist die Kurve c/Ü gezeichnet; den Punkten D ent- 
sprechen die Punkte d. 

In den Figg. 10—14 kann man leicht das vollständige 
Netz der Fallinien ziehen und die Lage der Punkte B und D 
vergleichen; man findet so (vgl. § 4 Fig. 18), daß ein dem Ver- 
zweigungsschnitt nicht zu naher Sattelpunkt ganz in der Nähe 
der beiden Punkte B und D liegt, die selbst sehr nahe an- 
einander liegen (z.B. B und D Fig. 18, B, D, und B, D, Fig. 13, 
B, D, Fig. 14). Das heißt aber, daß in größerer Entfernung 
vom Gebiete anomaler Dispersion die Kurven c/S und c/Ü 
übereinstimmen, daß also die Signalgeschwindigkeit gleich der 
Gruppengeschwindigkeit ist (vgl. Ende des § 4). Dies gilt nicht 
mehr, wenn die Sattelpunkte in die Nahe des Verzweigungs- 

schnitten rücken. ae immer noch gibt die gegenseitige Lage 
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der Punkte B und D Aufschluß über die Lage der unbekannten — = 
Kurve der Signalgeschwindigkeit zu der bekannten der varwene Br 
Gruppengeschwindigkeit. 

Der Integrationsweg schneidet zunächst die reelle Achse 
in zwei Punkten B,, B,, zwischen denen ein Punkt D, liegt 
(vgl. Fig. 13). Für einen bestimmten Zeitpunkt berührt er die 
reelle Achse, die Punkte B,, B, und D, fallen zusammen, 
ebenso in Fig. 19 die Punkte 5,, 4, und d,. Von diesem Zeit- Pen 
punkt an trifft dieser Teil des Integrationsweges die reelle __ 
Achse nicht mehr (Fig. 14). Dies bedeutet, daß die Maxima = 
der Kurve c/S die Schnittpunkte der Kurven ¢/§ und | 
e/U sind. 

Der Integrationsweg, der als Fallinie über die Sattel- 
punkte gewählt wurde, setzt sich aus mehreren Teilen zu- _ 
sammen, deren jeder über einen einzigen Sattelpunkt geht 
(Fig. 10—14): 

1. Tel? >£> &. von oo bis zum Punkt U, 
2. Teil: E.o>&>—§ von U, bis U, aes 
3. Teil: —&>§&>-—c von U, bis — oo. 

Für den Fall A2 (8 3): aoa 


- ae £ he 


zerfällt der zweite Teil selbst wieder in zwei Teile (Figg. 13 Bee ; 2 

Der imaginäre Teil Y des Exponenten v bleibt auf dem a 

Integrationsweg als auf einer Fallinie fiir X konstant, es ist ee: 

also für jeden Teil 

Y=¥,. 

Bei Berechnung der Integrale in der Nähe der Sattelpunkte Er q 

in § 5 habe ich die zugehörigen Werte von Y angegeben: == I 

1. Teil: Sattelpunkt in großer Entfernung (§ 5 Fall B): 

a? 

2 

2. Teil: Sattelpunkt in der Umgebung des Anfangspunktes: oe a 

Fall Al: = $407: Y,=0, 

Fall A2: $4o%: Y,=§& + 4G? + $0). 
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Nun sollen die Punkte B,, B, berechnet werden, wo unser 


Integrationsweg die reelle 


gungsschnittes U N schneidet (Fig. 13). 


(n reell) ist nach (4) 
(23) 


wobei u, = Brechungsindex, 


= —- — 


Achse in der Nähe des Verzwei- 
Auf der reellen Achse 


u)=—n (0-7). 
V = Phasengeschwindigkeit für die 


& 
 Signalgeschw. S 


eh 


Frequenz n. Die Kurve u =c/Y ist bekannt, sie ist auch in 
Fig. 19 eingetragen. Um 2,, B, zu finden, hat man einfach 
Pr ove 
v 
GruppengeschwU } ait d 
{ 


ARCHE 


die Punkte der reellen Achse zu suchen, für die die Aus- 


vs Ao’, 


ARE drücke (22) und (23) übereinstimmen. Im Falle 41, d.h. wenn 


te 


4 
+ 40’, 


entspricht der zweite Teil unseres Integrationsweges dem Wert 
Y=0, er schneidet also die reelle Achse in der Nahe des 


Verzweigungsschnittes in einem Punkte, fir den 
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Fir diese Werte © fallt also die Kurve c/S mit der Kurve 
c/V merklich zusammen (vgl. Fig. 19 das Stück c, bis c,). 

Insbesondere sieht man, daß es in der Nähe von x, eine 
Frequenz gibt (Punkt c,), für die sich das Signal mit Vakuum- 
geschwindigkeit ausbreitet; der zugehörige Brechungsindex u, 
ist gleich der Einheit: 


V Ss 
In allen anderen Fallen (A2 und B, in Fig. 19 das Stiick c, 
bis 5,) ist auf dem Integrationsweg cre” 
r<0, 
daher wird fiir die Schnittpunkte mit der reellen Achse aS: a 


ce 


also 

S 


die Kurve c/$ verläuft oberhalb der Kurve c/V. Nach diesen 
Angaben kann man die Kurve c/$ ziehen, die wir unter- 
suchen wollten. 

Die Signalgeschwindigkeit unterscheidet sich nicht von der 
Gruppengeschwindigkeit, außer im Gebiet der anomalen Dis- 
persion. Hier wird die Gruppengeschwindigkeit größer als die 
Vakuumgeschwindigkeit, wenn der reziproke Wert c/U < 1, sie 
wird sogar negativ.!) Die Signalgeschwindigkeit bleibt immer 
unterhalb oder wird höchstens gleich der Lichtgeschwindigkeit 
im Vakuum. Die Kurve der Gruppengeschwindigkeit und die 
der Signalgeschwindigkeit schneiden sich in zwei Punkten, die, 
wie die graphische Diskussion zeigt, Maxima der Signal- 
geschwindigkeit sind. 

Erinnert man sich, daß unsere Definition der Signal- 
geschwindigkeit etwas willkürlich ist, so scheint es mir sinn- 
gemäß, nicht eine Kurve, sondern einen Streifen zu zeichnen, 
der die Signalgeschwindigkeit darstellt, in Fig. 19 etwa durch 
die Dicke des Kurvenstriches angedeutet. Das Signal kommt 


1) Vgl. hierüber A. Schuster, Einführung in die theoretische Optik. 
Leipzig 1907. Offenbar hat die Gruppengeschwindigkeit nur insofern Sinn, 
als sie mit der Signalgeschwindigkeit übereinstimmt; die negativen Partien 
der Gruppengeschwindigkeit haben keine physikalische Bedeutung. 
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nicht plötzlich an, man hat einen zwar raschen aber doch 
stetigen Übergang von der sehr geringen Intensität der Vor- 
läufer zu der endgültigen des Signals. Ein Detektor, der auf 
eine Intensität gleich '/, der schließlichen entspricht, wird die 
Ankunft des Signals in Übereinstimmung mit der obigen 
willkürlichen Definition anzeigen; ist er mehr oder weniger 
empfindlich, so wird man die Ankunft des Signals etwas früher 
oder später bemerken. 


§ 7. Zusammenfassende Resultate. 


Die gefundenen Resultate will ich so zusammenfassen: Ich 
habe die Fortpflanzung eines Signals besonderer .Art im dis- 
pergierenden Medium untersucht; hat das Signal eine gewisse 
Tiefe im Mittel durchlaufen, so ist es abgeändert: mit der 
Geschwindigkeit ce kommen die ersten Vorläufer an, ihre an- 
fangs äußerst kleine Schwingungsdauer wächst fortwährend, 
ihre Amplitude nimmt zu und bei Berücksichtigung der 
Dämpfung wieder ab, bis die Schwingungsdauer die Eigen- 
periode der schwingenden Elektronen im dispergierenden Medium 
erreicht hat. Mit der Geschwindigkeit c (n,/n,) < c, die der 
Dielektrizitätskonstante entspricht, kommen die zweiten Vor- 
_ läufer an, deren Schwingungsdauer zunächst äußerst groß ist 
und dann abnimmt, während die Amplitude sich ähnlich 
verhält wie die der ersten Vorläufer. Diese beiden Vorläufer 
können zum Teil sich überlagern. Ihre Amplitude ist im all- 
gemeinen sehr klein, sie wächst sehr schnell, wenn ihre 


Erste 
Vorläufer Vorläufer Ankunft des Signals 


Fig. 20. 


Schwingungsdauer sich der des Signals nähert. Das Signal 
kommt mit Signalgeschwindigkeit an; es ist noch einige Zeit 
deformiert durch die sich ihm überlagernden Vorläufer. Der 
zeitliche Verlauf der Lichtbewegung ist schematisch in Fig. 20 
dargestellt für den Fall, daß die Periode des Signals größer 
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ist als die Eigenperiode der Elektronen im 
Mittel. 
Ich will noch einige Bemerkungen über die Abhängigkeit 
der Intensität der Vorläufer von der Tiefe anfügen. Eine 
durch die augenblickliche Frequenz (vgl. p. 225) charakterisierte 
Schwingungsbewegung komme in der Tiefe x, zur Zeit ¢,, in z, 


zur Zeit ¢, an; dann ist “i 
ty 0, = he = ne = 2 


Der: Wert der reduzierten Zeit @, die die Dimension einer 
reinen Zahl hat, charakterisiert unabhängig von der Tiefe die — 
Frequenz der Schwingungsbewegung. Auch die Abszisse &, des 
Sattelpunktes ist von ¢ und x uur in der Verbindung © ab- 
hängig. Um die Intensitäten der Vorläufer gleicher Periode 
für verschiedene Tiefen zu vergleichen, müssen wir die For- 
meln (19) (bzw. 19’) und (20) benutzen, die die Größen £, ©, d oder 
d’ enthalten. Man sieht, daß für eine bestimmte Putiode die 
Amplitude sich ändert wie > Me 

2 


für die zweiten Vorläufer, 


Die Vorläufer erfahren also eine gleichmäßige Intensitits- _ 
verminderung, die unabhängig von der Periode und umgekehrt 
proportional z ist, außerdem eine mit der Tiefe exponentiell 
zunehmende Absorption. Letztere ist selektiv, der Koeffizient 
hängt von der Periode ab; er verschwindet für die | ie 
dauer 0 und oo. 

Die Ausführung des folgenden Experimentes scheint mir 
nicht unmöglich: In ein absorbierendes Medium dringt ein 
Signal ein; in hinreichender Tiefe wird sowohl das Signal 
selbst als diejenigen seiner Vorläufer, die eine exponentielle 
Absorption erfahren, unmerklich sein. Man wird nur die Vor- 
laufer mit der Schwingungszahl 0 und oo beobachten kénnen. 

Während ich in dieser Arbeit den Fall eines Körpers bee | 
handelt habe, der nur eine Eigenperiode, nur einen Absorptions- 
streifen hat, hoffe ich, dies bald auf den Fall einer beliebigen 
Anzahl von Absorptionsstzeifen verallgemeinern zu können; es 
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scheint mir gegenwärtig wahrscheinlich, daß es dann nicht nur 
zwei Arten von Vorläufern gibt, sondern daß zwischen zwei 
aufeinander folgenden Absorptionsstreifen Vorläufer mit zwischen- 
liegender Schwingungsdauer auftreten. Während dieSchwingungs- 
dauern 0 und oo ziemlich schwer zu beobachten sind, wird man 
leicht die Vorläufer im sichtbaren Gebiet oder in dessen Nähe 
bemerken können. 


§ 8. Anhang. Die Methode der stationären Phase. 
Es sei ein Integral zu untersuchen von der Form 


cos Ydn oder feme dn, 


das über die reelle n-Achse zu erstrecken ist; sei überall 
langsam veränderlich. Dort wo Y sich rasch ändert, oszillieren 
cos Y oder e'” sehr schnell und das Integral ist praktisch Null. 
Man hat daher nur die Umgebung der Punkte der reellen 
Achse zu untersuchen, wo Y ein Maximum oder Minimum hat, 
d. h. die Punkte der reellen Achse, für die 


Y ist die stationäre Phase in diesen Punkten. Die Methode 
ist dargestellt bei Lamb zur Untersuchung der Wellen, die 
von einem Schiff verursacht werden; sie geht auf Lord Kelvin 
zurück. 

Man wäre versucht die Methode auf den Fall auszu- 
dehnen, wo an Stelle des rein imaginären iY ein Exponent 
von der Form X-+:iF auftritt; es scheint, daB man, X als 
langsam veränderlich vorausgesetzt, ge” und 
die vorstehenden Überlegungen anwenden kann. Indessen ist X 
nicht mehr langsam veränderlich, wenn X und Y reeller und 
imaginärer Teil derselben Funktion f sind; sie werden dann 
verknüpft durch die bekannten Gleichungen 


r= E+in, f= X+if. 

Wenn X auch längs der reellen Achse im allgemeinen 
langsam veränderlich ist, so variiert es doch dort schnell, wo 
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der imaginäre Teil stationär ist. In der Tat, ist für einen A 
Punkt der reellen Achse 0Y/0=0, so heißt dies, in der 
komplexen Ebene berührt eine Niveaulinie für Y die elle 
Achse. Da aber (vgl. $1) Niveaulinien für Y Fallinien fir XY 
sind, so ist an dieser Stelle der reellen Achse 0X/0& groß. sae 1 

Am Anfang dieser Untersuchung habe ich gezeigt, wie a 
man durch Deformieren des Integrationsweges in der komplexen 
n-Ebene schließlich nur die Umgebung der Sattelpunkte zu be- 
trachten braucht. 


Im Falle X= 0 auf der reellen Achse sind die Punkte 
stationärer Phase Sattelpunkte; denn man hat in der Tat 


ox 


— 


= 0 


0, dh. 
und als Bedingung der stationären Phase OY/O&=0. Die _ 
Methode der Sattelpunkte und die der stationären Phase 
stimmen also für diesen Fall überein. 

Ist X nicht Null, so liegt im allgemeinen in einem Punkte 
stationärer Phase kein Sattelpunkt vor, dann berührt nur eine 
Fallinie die reelle Achse. Dies bietet kein besonderes Interesse, 
die Sattelpunkte werden irgendwo außerhalb der reellen Achse 
liegen. 


Als Beispiel will ich zeigen, daß in dem Fall, mitdem SS 
wir uns beschäftigt haben, diese Methode zu Resedtaten he, ER 
die zum Teil ungenau sind. 

in dem wir jetzt die Integration über die reelle Achse Br es 
strecken. Für reelles n ist (vgl. Gleichung 2 u. 7’): “ei x ER, 
. 


c 


Die Phase ist stationär für 
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geht diese Kurve unter 1 und selbst unter 0 herunter. 
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wo U die Gruppengeschwindigkeit bedeutet, die in Fig. 19 als 
Funktion von n dargestellt ist. Im Gebiet anomaler Dispersion 
Die 
Punkte stationärer Phase ergeben sich als Schnittpunkte dieser 
Kurve mit einer Parallelen zur reellen Achse im Abstand 6, 
Man könnte also Punkte stationärer Phase erhalten für Werte 
von © kleiner als 1 und selbst kleiner als Null. Die Inte- 
gration in der Umgebung dieser Punkte würde ein von Null 
verschiedenes Resultat ergeben, d. h. man fände Vorläufer, die 
sich mit Überlichtgeschwindigkeit ausbreiteten, was unzu- 
treffend ist. 


Zum Schluß möchte ich Hrn. Prof. Sommerfeld, dem 
ich die Anregung zu dieser Arbeit und wertvolle Ratschläge 
verdanke, meinen verbindlichsten Dank aussprechen. Nicht 
minder danke ich Hrn. J. Fischer für die ur aa = 
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8. Zur statistischen Elektronentheorie 
des Magnetismus; 
von E, Holm. 


Bekanntlich sind mehrere Versuche gemacht worden, die 
Magnetisierung eines Körpers auf die Änderung der fort- 
schreitenden Bewegung der Elektronen in seinem Innern bei | 
Entstehung des magnetisierenden Feldes zurückzuführen. 
W. Voigt!) fand indessen bei Betrachtung von Elektronen, 
an einer Gleichgewichtslage durch eine elastische Kraft (pro- 
portional der Entfernung) gebunden, keine magnetische Er- 
regung überhaupt. Um eine solche zu bekommen, war er 
genötigt, anzunehmen, daß die Bewegung der Elektronen 
yimmer wieder durch irgendwelche völlig regellos verteilte 
AnstéBe unterbrochen (und dadurch eventuell auf konstanter 
mittlerer Energie erhalten) wird. Dabei wird der Körper para- 
oder diamagnetische Eigenschaften zeigen, je nachdem nach 
diesen Anstößen die Bewegung der Elektronen im Mittel einen 
Überschuß an potentieller oder an kinetischer Energie besitzt“. 
Wahrscheinlich findet hierbei die Bewegung der Elektronen 
gegen einen Widerstand statt; es wird aber auch als mög- ¥ 
lich angedeutet, daß „keine Dämpfung vorhanden ist und 
die Elektronen (etwa wie die Gasmoleküle nach der kinetischen 
Theorie) sehr häufig gegeneinander und gegen die ponderablen 
Teile prallen“. 

Auch im allgemeineren Falle, wo das Elektron unter 
Einwirkung einer beliebigen Zentralkraft steht, fand J.J.Thom- 
son?) keine Magnetisierung. Bei Annahme einer dämpfenden ~ 
Kraft, proportional der Geschwindigkeit?) (welches zur Folge 


1) W. Voigt, Ann. d. Phys. 9. p. 125. 1902. 
2) J. J. Thomson, Phil. Mag. (6) 6. p. 685. 1903. 
3) Die Dämpfung, worüber W. Voigt spricht, bezieht sich gleich- 
falls auf eine solche Kraft. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 44. 2 16 N 
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hat, daß das Elektron sich dem Anziehungszentrum allmählich 
nähert) trat aber Paramagnetismus zutage. 


In seiner Elektronentheorie des Magnetismus weist 
Langevin,!) im Gegensatz zu den eben berufenen Autoren, 
nach, daß Elektronen, welche geschlossene Bahnen unter Ein- 
wirkung irgendwelcher intramolekularer Kräfte beschreiben, bei 
Entstehung des magnetisierenden Feldes immer Diamagnetismus 
veranlassen. Näher beschrieben, bewirkt nach diesem Autor 
die elektrische Kraft, welche bei der Felderregung durch In- 
duktion verursacht wird, eine Veränderung der Winkel- 
geschwindigkeit der kreisenden Elektronen um die Feldrichtung, 
gleich ?) 


(1) 


2m’ 
wo e die (elektromagnetisch gemessene) Ladung des Elektrons, 
m seine Masse und H die magnetische Feldstärke bedeutet. 
Anderseits ist früher von Larmor’) nachgewiesen, daß die 
Bewegungsgleichungen der Elektronen in einem Koordinaten- 
systeme, welche die Drehung (1) besitzt, derselben Form sind, 
wie die in Abwesenheit des Feldes (im ruhenden Systeme) 
geltenden. Es läßt sich dann folgern, wie Langevin bemerkt, 
daß die Konfiguration des betrachteten, molekularen Elektronen- 
systems (d. h. der Radiusvektor der Elektronenbahnen) keinen 
Einfluß von dem entstehenden Feld erfährt, sondern daß nur 
das System im ganzen eine Rotation (1) um die Feldrichtung 
erhält. Diese Bewegung bewirkt nun offenbar Diamagnetismus, 
und beträgt das diamagnetische Moment des Systems 
_- 
(2) Am = — ze, 
wo r? das mittlere Quadrat des Gyrationsradius der Elektronen 
im Systeme, in bezug auf eine Achse durch ihren Schwer- 
punkt, und n ihre Anzahl bedeutet. 


1) P. Langevin, Ann. de Chim. et de Phys. (8) 5. p. 70. 1905. 
2) Dies wird exakt bewiesen fiir zirkulare Elektronenbahnen, wenn 
die Zentralkraft nicht umgekehrt proportional der dritten Potenz der 
Entfernung ist (1. c. p. 98). 

3) J. Larmor, Phil. Mag. (5) 44. P- 508. 1897. 
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h Zur Erklärung des Paramagnetismus nimmt Langevin _ 
ferner an, daß seine indeformablen Elektronenbahnen fest am _ 

st Molekül gebunden sind, daß aber die Bewegung der Elektronen 

n, (relativ zum Molekül) nicht von der thermischen Bewegung des 

Re Moleküls beeinflußt wird. Im Falle, wo die Elektronen des 

ei Moleküls auch in Abwesenheit des Feldes ein resultierendes 

2. magnetisches Moment m bewirken, so läßt sich dieses, infolge des _ 

gewöhnlich sehr geringen Wertes des Diamagnetismus (2), als 

unabhängig vom magnetischen Felde betrachten. Wird dann 

l- der Winkel des konstanten magnetischen Momentes m mitt 


g, der Feldrichtung durch & bezeichnet, so benutzt der be- x Do 
treffende Autor als Verteilungsfunktion von @ beim thermo- _ 
dynamischen Gleichgewicht (nach Boltzmann) 


ei wo K’ von « unabhängig ist und k 7 die doppelte Energie po N 2 
u. Freiheitsgrad des Moleküls ausmacht. Unter Anwendung dieser 2 = 
ei Funktion ergibt sich die bekannte Langevinsche Formel des = 
Wenn man nun unter « die (gleichmäßige) Orientierung der aan 
ss magnetischen Achsen der Moleküle vor Entstehung des magne- —- 
tischen Feldes versteht, so läßt sich tatsächlich 
nur —mH cos « 
a als die Arbeit deuten, welche das Feld an ein zu -; 7 

Molekül mit der genannten Orientierung im Mittel leistet. 

Gleich groß wird dann die Zunahme dieses Moleküls an kine- __ 

tischer (rotatorischer) Energie. Bezeichnen wir also mit & die E, a ee 

vorherige kinetische Energie des betrachteten Molekiils, so wird 
nen das thermodynamische Gleichgewichtsbestreben eine Ver- — y 
vers schiebung der vorherigen gleichmäßigen Verteilung des 

Winkels « auf t 

yenn bewirken. 
der 


Gegen die Langevinsche Theorie (des Paramagnetismus), 
sowie andere Arbeiten auf dem betreffenden Gebiet von Gans 
16* 


~ 


7 


und P. Hertz!) erhebt neuerdings Kroo?) den Einwand, daß 
eine strenge Elektronentheorie des Magnetismus von der Vor- 
stellung zwangsläufiger Elektronen Abstand nehmen muß.?) Er 
sucht auch direkt auf die beweglichen Elektronen (oder ge- 
ladenen Moleküle) statistische Methoden anzuwenden. In der 
Tat setzt nun, wie oben erwähnt ist, bereits W. Voigt als 
möglich voraus, daß die unaufhörlichen, regellosen Anstöße der 
Elektronen, welche er zur Erscheinung der Magnetisierung 
nötig findet, durch eine thermische Bewegung hervorgebracht 
werden, wenn auch dieser Gedanke nicht in Formeln gesetzt 
wird. Übrigens führt Schrédinger‘), einer Anregung von 
J.J. Thomson folgend, eine Berechnung des durch die freien 
Elektronen herrührenden Diamagnetismus durch, unter völligem 
Gleichstellen derselben mit Gasmolekülen. 


Das sehr bemerkenswerte Resultat von Kroo ist nun, 
daß seine Sammlung nicht zwangsläufiger (gebundener) Elek- 
tronen, wenigstens in den rechnerisch durchgeführten Bei- 
spielen, magnetische Eigenschaften wirklich erweist, wenn auch 
stets nur Diamagnetismus.°) Hierbei ist ferner nachzutragen, 
daß dieser Diamagnetismus den vorherigen Langevinschen (2), 
durch die induzierte elektrische Kraft bei Entstehung des 
magnetisierenden Feldes bewirkten, umfassen dürfte, da nach 
Kroo „im Rahmen der statistischen Mechanik jede Unter- 
suchung der ‚Übergangsfelder‘ ganz wegfällt“. Derselbe würde 
somit neben dem obigen, von Schrödinger untersuchten Dia- 
magnetismus zu berücksichtigen sein. 


Le 
-:1) R. Gans, Gött. Nachr. 1910. p. 197; 1911. p. 118. 5 oe 
2) J. Kroo, Ann. d. Phys. 42. p. 1357. 1913. — 


3) Tatsächlich existiert nun auch seit einigen Jahren ome Deutung 
beider Arten des Magnetismus, die diese Forderung erfüllt, namentlich 
die von G. A. Schott (Phil. Mag. [6] 15. p. 172. 1908), welcher Autor 
dabei auf die Tatsache hinweist, daß kreisende Elektronen sich immer 
in Ringen gruppieren müssen. Bei Behandlung des Problems nach stati- 
stischen Methoden, wie im folgenden, kann wohl aber eine solche Kon- 
figuration nicht erhalten werden. 

4) E.Schrédinger, Sitzungsber. d. K. Akad. d. Wiss., Wien, 
121 Ila. p. 1305. 1912. 

5) Para- und Ferromagnetismus sollte auBerhalb des Rahmens kon- 
servativer Systeme, also auch statistisch-mechanischer Prinzipien liegen 
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Es möge jedoch erwähnt werden, daß die von Hrn. Kroo 
abgeleitete Verteilungsfunktion der beweglichen Elektronen eine 
prinzipielle Verschiedenheit gegenüber der vorigen Langevin- 
schen (3) erweist und tatsächlich einer Abänderung der- 
selben uf 

Kee 
entspricht. Hr. Kroo fihrt also in die Verteilungsfunktion 
die magnetische Energie ein, welche die geladenen Teilchen zu- 
folge ihrer Lage und Geschwindigkeit im magnetisierenden 
Felde repräsentieren, während Langevin, nach dem oben 
Gesagten, hier die durch das Feld bewirkte Zunahme ihrer 
kinetischen Energie in Betracht zieht. Offenbar ist nun auch 
die Herstellung eines thermodynamischen Gleichgewichtszu- 
standes der betreffenden Teilchen gerade durch gegenseitige 


1 
— (e+ mHeos a) nal, 


Übertragung ihrer kinetischen Energie — sei es durch Zu- 
sammenstéBe oder durch Strahlung — charakterisiert. Es 


wird wohl dann angemessen, die von Hrn. Kroo behandelten 
Probleme, unter Anwendung der Langevinschen Betrachtungs- 
weise, noch einmal zu studieren. 


Der betreffende Autor findet in dem oben erwähnten Falle 
von W. Voigt, wo das Elektron durch eine Zentralkraft, pro- 
portional der Entfernung, gesteuert wird („Dipole“), einen Dia- 
magnetismus, proportional der Temperatur. Bezeichnen wir 
hierbei mit x, y, z die Verschiebungen des Elektrons aus der 
Gleichgewichtslage nach den Achsen eines festen Koordinaten- 
systems, vor Entstehung des Feldes, so wird die entsprechende 
mechanische Energie!) 


(4) y? + 2) + + 2, 


wo / den Proportionalitätsfaktor der Anziehung bedeutet. Das 


1) Hr. Kroo setzt voraus, daß jeder Dipol in einem Molekül 
eingeschlossen ist, wodurch dem Anziehungszentrum des Dipols die 
Translationsgeschwindigkeit des Moleküls beigelegt wird. Er bemerkt 
jedoch, daß die entsprechende Energie keine Einwirkung auf die resul- 
tierende Magnetisierung hat. Vgl. übrigens den unten behandelten Fall 
(p. 250f.). 
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von dem bewegten Elektron bewirkte magnetische Feld ent- 
spricht ferner einem N Magnet vom Momente 
nach der z-Achse. m im 

Um ein resultierendes Moment zu bekommen, bedarf es 
aber jedenfalls der Einwirkung eines äußeren Feldes. Denkt 
man sich dann ein solches, von der Größe H und nach der 
z-Achse gerichtet, so wird nach Langevin-Larmor sein 
Einfluß nur darin bestehen, daß das feste Koordinatensystem, 
auf das die ursprüngliche Bewegung bezogen ist, eine Drehung (1) 
um die z-Achse erfährt; in diesem rotierenden Systeme be- 
halten somit zunächst (vor Eintreten des thermodynamischen 
Gleichgewichtszustandes) die Koordinaten z, y, z und die Ge- 
schwindigkeiten ©, y, 2 ihre vorherigen Werte. Dasselbe gilt 
offenbar auch bezüglich der potentiellen Energie des Elektrons, 
welche sich also fortwährend durch das erste Glied von (4) 
ausdrückt. Die kinetische Energie dagegen erhält einen 


anderen Wert, und wird die totale Energie ana 5 
2 
(6) + (y- 2-2) +24] 
\ 2m 
eH,, . 


wenn wir Glieder mit 4,? vernachlässigen.!) Ebenso verändert 
sich das magnetische Moment (5) zu 


wo das letzte Glied den Langevinschen Diamagnetismus (2) 


veranschaulicht. 


Nach dem von Langevin benutzten Verteilungsgesetz (3) 
werden nun die Lage- und Geschwindigkeitskoordinaten 


1) In der Tat haftet auch den Betrachtungen von Langevin und 
Larmor eine solche Beschränkung an. — 
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2,y,2,&,%,2, welche den anfänglichen Zustand des Systems 
beschreiben, sich unter der thermischen Wechselwirkung so 
verschieben, daß im Endzustand gilt, nach (6), 


ı m 1 
2 2 — (¢2 


(8) p=K.e 


Die hier vorkommende Konstante X bestimmt sich daraus, 
daß, wenn N die totale Anzahl der betrachteten Elektronen 


ausmacht, 


Unter Berücksichtigung von (7), (8) und (9) ergibt sich ein ? F 
resultierendes Moment nach der z-Achse, d. h. nach der Rich- 


tung des magnetisierenden Feldes, gleich __ 
.dz dy di dy: dz...dy. & 

(Die Integrationen nach z und z fallen heraus.) Das a: 

der beiden hier vorkommenden Glieder bildet das von Hrn. = 


Kroo berechnete Moment mit umgekehrtem Zeichen; es ergibt 
sich aus seinen Rechnungen!) 


©...dy 
ge 


1) J. Kroo, l.c. p. 1395. 
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Zur Berechnung der übrigen Integrale in (10) benutzen 
wir die Formeln ?) 


— 


+00 


+00 


_ Es ergibt sich dann 


8, = 


e 
1) Vgl. J. Kroo, le. p. 1396. 
2) Vgl. J. Kroo, 1. ce. p. 1375. 
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In der obigen Annäherung wird somit 
(13) §,=247. 


Unter Berücksichtigung von (11) und (13) erhalten wir 
nun, als Ausdruck des Momentes (10), 


2 m I" 4m l 


M, = (48-5 6,) = „eB. kT 


oder es ergibt sich in der Tat, wie bei den früheren Unter- 
suchungen von W. Voigt und J. J. Thomson, gar keine 
Magnetisierung. 

Dies Resultat muß auch bestehen, wenn man, wie es von 
Hrn. Kroo gemacht ist und sich nach der bekannten „Zwei- 
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zonenrechnung“ ergibt,!) für die auf die Elektronen tatsächlich 
wirkende magnetisierende Kraft H + 42 2t:3 statt H schreibt, 
wo 4nM:3 die durch die Magnetisierung selbst hervor- 
gebrachte Kraft darstellt. 

Hr. Kroo führt Rechnungen durch auch für den Fali 
starrer Elektronensammlungen (Moleküle), in der Form homo- 
gener, homogen geladener Rotationsellipsoide, welche frei be- 
weglich sind.?2) Der unter solchen Umständen gefundene Dia- 
magnetismus wird, unter Beschränkung der Entwickelung auf 
die erste Potenz des magnetisierenden Feldes, unabhängig der 
Temperatur. Im Falle sphärischer Moleküle gilt übrigens dies 
genau. 

Es möge bedeuten: p, g, r die Komponenten der Winkel- 
geschwindigkeit des Moleküls nach den Achsen 2’, y’, z’ eines 
Koordinatensystems, welches, starr mit dem Molekül verbunden, 
im Mittelpunkte und nach den Hauptachsen verlegt ist (7 
falle in die Symmetrieachse), u,v, w die Geschwindigkeits- 
komponenten des Schwerpunktes, A, B, C die Hauptträgheits- 
momente, M die Masse des Moleküls, o, und o, die Dichte der 
elektrischen Ladung, bzw. der Masse und Ah das konstante 
Verhältnis o,:o,. Setzen wir nun in (5) 


(14) e=o,dv, 
wo dv ein Volumenelement des Molekiils bezeichnet, so werden 


die Komponenten seines magnetischen Momentes, nach den 
Achsen 2’, y’, 2’, von der Form 


My = +f ("7 —y #)0,dv, 


wo sich die Integration auf das Volumen des Molekiils be- 
zieht. Offenbar kann man hier schreiben 


= A’p, my = B’g, mM, = C'r, 


1) Vgl. R. Gans, 1. c. 1. p. 236. 
2) Um hierbei keine resultierende Ladung sowie keine elektrische 
Polarisation des Moleküls zu bekommen, denken wir uns nach dem Autor 
„jedes Ellipsoid mit einer homogenen und entgegengesetzt gleich ge- 
ladenen Kugelfläche umgeben, welche mit genügend großer Masse behaftet 
sei, RB: von ihrer Rotation absehen zu dürfen“. 
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Um hieraus die Komponente m, des Momentes nach der 
z-Achse eines im Raume festen Koordinatensystems zu be- 
kommen, werden von Kroo die drei Eulerschen Winkel 
w, 9, 9 eingeführt; es ergibt sich dann 


(16) m,= m, cospsin®# + m,„sinpsin # + m, cost. 


Die kinetische Energie des Moleküls beträgt 


Wird nun der Molekülschwarm einem magnetischen 
Felde H ausgesetzt, nach der z-Achse gerichtet, so bewirkt die 
Entstehung desselben eine Drehungsbewegung der Moleküle. % 
Aus der Langevinschen Theorie des Diamagnetismus läßt sich — 
ferner folgern, daß der von Langevin-Larmor gegebene (mitt- 
lere) Wert(1) der Winkelgeschwindigkeit der entsprechenden Be- 
wegung für den Fall kreisender Elektronen sich auch hier, im 
Mittel unter den ellipsoidischen Molekülen von der Energie (17), 
anpassen läßt, wenn man nur e durch (14) und m durch 


(18) = o„dv 


ersetzt. Es wird dann 


Im Spezialfalle, wo die Moleküle sphärisch sind 4=0, 
4'=(), gilt übrigens diese Beziehung für jedes einzelne 
Molekül.) Die durch die Winkelgeschwindigkeit (19) bewirkte 
Anderung der kinetischen Energie (17) des ellipsoidischen 
Moleküls ergibt sich nun beim Vergleich mit (6) und wird, aa 
unter Beachtung von (5) und (14), gleich ane 


Aét= - ne. vd=-Hm; 


Die Lage- und Geschwindigkeitskoordinaten w, u,v, 0, 
P, 9, r, welche den anfänglichen Zustand bestimmen, erhalten 


BAR: 


ch 
bt, 

T- 

= 

ali 
0- 

5 

ler 

ies 

el- 

1e8 
an, 
(z’ 

ts- a 
ler 
ite 
| 
Vgl. R. Gans, l.c. 1. p. 216. Formel (81). 


5 
A 
Pr 


é =. 94 


252 E. Holm. 
dann im thermodynamischen Gleichgewichtszustand die Ver. 
teilung 
M A Crt 71 *) 
- (uP + + (pP! +) + — Hl 
(21)p = K-e E 2 


Bis auf das Zeichen des Magnetisierungsgliedes im Kx. 
ponenten — und davon abgesehen, daß Hr. Kroo, unter Be- 
rücksichtigung des inneren Feldes, H,+ 42 Mt,:3 statt H, 
schreibt, wenn M, die totale Magnetisierung bedeutet!) — 
stimmt auch dieser Ausdruck mit der Verteilungsfunktion des 
genannten Autors überein. 


Bei Entstehung des magnetischen Feldes nimmt das 
magnetische Moment des ellipsoidischen Moleküls einen Wert 
an, der sich beim Vergleich mit (7) und unter Beachtung von 
(14) und (18) schreiben läßt (im Mittel) 


m + Am, = tf ey — y#)Q,dv — + Monde. 


err Unter Einführung der Eulerschen Winkel gilt 


Ale, 2’ (sin g cos w — cos Sin cos #) 
— y' (cos pcosy + sing sin w cos#) 
+2’ siny sind, 
y = 2 (sing sin w + cos @ Cos w cos #) 
— y (cos p sin» — sing cos w cost 
cosy sind, 


(22) +39) 0,,dv = (sin? + cos? p cos? 9) dv 
+ (cos*@ + sin? cos?) y/ 20, do 
+sin?# | z’?o,dv, 
J 
= Asin? + C cos? 
Am, =m, — sin? + C cos? #9). 


Wir erhalten somit als resultierendes Moment in der 
Richtung der magnetisierenden Kraft, nach (21) und (22), wenn 


1) Vgl. weiter unten. 
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wird und N die Anzahl Moleküle bedeutet, ape re ee 

(u? + v? + + Heme 

A c 1 


Zur statistischen Elektronentheorie des Magnetismus. 253 


die Konstante K nach einer Gleichung ähnlich (9) bestimmt a = Ri 


dpdddpdgdr 
1 


w unabhängig ist. Das erste Glied der rechten Seite veran- 
schaulicht die Magnetisierung von Hrn. Kroo mit umgekehrtem 
kT > PA 

m, sind dg. 
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Nun ist aber 


2 
+2) _ mA MA 


A 


es wird nach (23) und (24), 


oder man erhält dasselbe Resultat wie für die obigen, an 
Gleichgewichtslagen gebundenen Elektronen. Wie dort wird 
es auch ungeändert bleiben, wenn man, unter Berücksichtigung 
der gegenseitigen Wirkung der Moleküle, ein inneres mag- 
netisches Feld 4rM:3 zum äußeren H addiert. 


Nachzutragen ist vielleicht, daß von Hrn. Kroo auch Bee 
rechnungen über die Dielektrizität auf statistischem Grund 
vorliegen (l. c.), daß aber dabei eine Verteilungsfunktion be- 
nutzt wird, welche mit der Langevinschen (8) übereinstimmt. 
Das in jener Funktion vorkommende Glied im Exponenten, _ 
in dem sich das äußere elektrische Feld befindet, läßt ich 
nämlich als eine durch dieses Feld bewirkte Zunahme der 


deuten. 


man die Einwirkung eines Feldes 
auf eine Sammlung von Elektronen, welche durch Zentrale = 
kräfte, proportional der Entfernung, gehalten werden, nach _~ 
statistischen Methoden und unter Anwendung einer Verteilungs- 
funktion nach Art der von Langevin in seiner Theorie des 
Paramagnetismus benutzten, so bewirkt das Feld, im Gegen- 
satz zu den neueren Untersuchungen von Hrn. Kroo, aber in 
Übereinstimmung mit den älteren (nicht statistischen) von = 
W. Voigt und J. J. Thomson, keine 
Elektronensammlung überhaupt. 


u 
M/ = M,”,.. M, 
igen kenetiscl risationselektronen 
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Dasselbe Resultat gilt auch bezüglich des anderen von 
Hrn. Kroo rechnerisch durchgeführten Falles, wo statt kreisen- 
der Elektronen frei bewegliche, starre, homogene und homogen 
geladene Moleküle von rotationsellipsoidischer Form vor- 
kommen. 7 


Stockholm, Physik. Institut der Universitat, 
Februar 1914. 
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4, Die Imtensität der Interferenzflecke bei Zink- | 
blende und das Gitter der Zinkblende; 


P. P. Ewald. 


81. BE die Herren W.H. Bragg und W.L. Bragg’) 

in scharfsinnigster Weise auf Grund der Reflexionsversuche 
mit X-Strahlen die Struktur einer Reihe von Kristallen auf- 
geklärt haben, entsteht die Aufgabe, die Richtigkeit ihrer 
Modelle an den Laue-Friedrich-Knippingschen?) Inter- a 
ferenzaufnahmen nachzuprüfen. Erst diese Prifung, welche = 
sich auf die allseitige Richtigkeit des Strukturmodelles erstreckt, u: 
wird das Gefühl der vollen Sicherheit für die aus der Reflexion = 
an drei Flächen erschlossene Lagerung der Atome verbürgen. 
Der erste Entwurf der Prüfung stammt von A. Sommer- ae 
feld und ist von ihm auf dem zweiten Solvaykongreß (Brüssel ae 
1913) zur Sprache gebracht worden und auszugsweise in den Sear. 
Verhandlungen dieses Kongresses gedruckt. In der vorliegen- 
den Arbeit sind außer den dort behandelten drei- und vierzähli- — SH ee: 
gen Zinkblendeaufnahmen auch die zweizählige und eine schiefe EN Ber 
Aufnahme nachgeprüft worden. 


Die Gedanken, welche der Prüfung zugrunde liegen, sind — eee Bee 
folgende: 

1. Die Interferenzbilder werden durch ein kontinuierliches 
Spektrum der Prismärstrahlen verursacht. Wären nämlich ein- 
zelne Spektrallinien die Quelle der Flecken, so müßten bei — 
einer geringen Drehung des Kristalles die Bilder sich voll- 
ständig ändern — was nicht der Fall ist (vgl. Fig. 7 oder auch ie Be 
Figg. 7 und 8 auf Taf. III bei Laue-Friedrich-Knipping). 


1) Proc. Roy. Soc. London 88. p. 428. 1913. E08 
2) Laue-Friedrich-Knipping, Sitzungsber. d. Bayr. Akad. der er i: 
Wiss. 1912, p. 303 u. 363. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 44. 
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2. In den Interferenzstrahlen treten keine beliebig kleinen 
Wellenlängen auf, sondern es gibt eine untere Grenze von Aja 
(a = Gitterkonstante). Bei Vorhandensein aller Wellenlängen 
bis herab zu 4=0 müßte, wie M. Laue gezeigt hat,!) die 
photographische Platte überall geschwärzt werden, weil zu jeder 
Richtung, deren Cosinus sich wie ganze Zahlen J, m, n ver. 
halten, ein Interferenzstrahl möglich ist. Nun hat aber die 
überwiegende Mehrzahl von Richtungen ein großzahliges Ver- 
hältnis !:m:n und die zugehörigen Wellenlängen sind sehr klein 
— in der Braggschen Sprechweise liegt dies daran, daß 
die reflektierenden Flächen hohe Indizes und daher sehr kleine 
Abstände haben — und daher bildet die Forderung einer 
unteren Grenze für die auftretenden Wellenlängen die ein- 
fachste Erklärung der beschränkten Punktzahl auf den Photo- 
graphien. Es bleiben nur diejenigen Punkte bestehen, welche 
durch die Reflexion an den kristallographisch wichtigsten 
Ebenen von kleinen Indizes gebildet werden. 

3. Andererseits gibt es eine odere Grenze der Wellenlänge; 
selbst wenn von einer eventuellen oberen Grenze im auffallen- 
den Spektrum abgesehen wird, ist nämlich dasjenige A am 
größten, welches an der Netzebene mit weitestem Abstand 
reflektiert wird. Wir werden sehen, daß die Grenze in Wirk- 
lichkeit niedriger liegt (bei kleinerem A). Die Anschauung über 
die Bildung der Photographien ist also: Aus dem kontinuier- 
lichen beiderseits begrenzten Bereich der möglichen Wellenlängen 
werden durch scheinbare Reflexion an den kristallographisch wich 
tigsten Netzebenen die Interferenzstrahlen abgespalten. Dabei ent- 
steht, wie im folgenden gezeigt werden wird, ein vollzähliges 
System von Flecken, d. h. alle Flecken, welche auf Grund der Be- 
schränkung in der Wellenlänge und unter Berücksichtigung der Struk- 


tur des Kristalles zu erwarten sind, treten auf. Die Intensitäten 
der Fleche stehen untereinander in gesetzmäßigem Zusammenhang, 
indem die auf den ersten Blick so willkürlichen Intensitäten der 
Interferenzbilder sich als Funktion der Wellenlänge aufgetragen 
zu einer glatten Spektralkurve zusammenfügen. Der intensive 
Teil dieses Spektrums umfaßt nur etwa eine Oktave und daher 
ist durch die Einordnung der Intensität eines Interferenzpunktes 


1) M. Laue, Ann. d. Phys. 41. p. 1000. 1913. 
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in die Spektralkurve die Wellenlänge, welche den Fleck hervor- oe 2 
bringt, eindeutig zu bestimmen. Re 
Ohne den Einfluß von Absorption, Wärmebewegung und os i 

anderer Faktoren, welche im § 5 besprochen werden, ließe sich _ 

aus der Intensität der Flecken das spektrale Gesetz für den _ 

primären Röntgenstrahl quantitativ entnehmen. So aber kann 
fir die Intensitätskurven (Figg. 2—6) nur eine gewisse Ähnlich- __ 
keit mit der Spektralverteilung der Primärstrahlen in Anspruch __ 
genommen werden, und man muß sich darauf beschränken, __ 
in diesen Kurven eine endgültige Bestätigung der Auffassung 
über die Entstehung der Interferenzstrahlen, der Richtigkeit 
der Braggschen Struktur der Zinkblende und ein bequemes 


Punktes zu bestimmen. 


$2. Plan der Rechnung; die einschränkenden Bedingungen. 
Beabsichtigt ist, alle Punkte aufzuführen, welche unter ge- : 
wissen einschränkenden Bedingungen auf den mit Zinkblende auf- | Ba 
genommenen Photogrammen 5, 7, 12 bei Laue-Friedrich- Ei: 
Knipping zu erwarten sind. Zu diesem Zweck ist es gut, = 
die im Laufe der Untersuchung sich ergebenden = 
kungen vorweg zu nehmen, um die Darstellung abzukürzen 
Diese sind zweifacher Natur, nämlich bedingt 
1. durch die Grenze des Wellenlängenbereiches: 
(1) 16 < 2a/A< 60. 
Mit der Gitterkonstante von Zinkblende 
13 — (65,4 + 82,0) + 1,64 - 107% 
4,0 
gibt dies als äußerste Grenzen der Wellenlängen: 
0,18.107® < 2 < 0,68-107® (cm). 
2. durch die Wärmebewegung und das Ansprechungsvermögen Be 
des Gitters: diese wirkten nach Debye-Lorentz}) dahin, die a 
Interferenzstrahlen mit großen Indizes auszulöschen. Es zeigt en 


a=5,43- 10-8 (cm 


1) P. Debye, Ann. d. Phys. 48. 1914. Der von H. A. Lorentz ah 
betonte Faktor (h,? + hy? + 4,2)! mißt das Ansprechungsvermigen des <i 
Gitters auf Strahlen, die nach Wellenlänge oder Richtung nicht genau j 
zwischen die Netzebenen passen. Den reziproken Faktor könnte man die e 
Empfindlichkeit des Gitters gegen ungenaue Erfüllung der Laueschen els RS. 
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sich, daß eine erhebliche Schwächung schon eintritt, wenn 
(2) S=h,? + h,?+h,? = 100 ist, Jw 

Hierzu tritt als weitere ganz äußerliche Bedingung, daß der § * 
Interferenzstrahl noch auf die Platte fällt; ist @ der Winkel zwi. 
schen Interferenzstrahl und einfallendem Strahl, so genügt hierfür 
(8) 9<45°%, csp>1/Y2. 

Es stellt sich heraus, daß nicht nur alle Flecke, welche 
mit diesen Einschränkungen zu erwarten wären, vorhanden 
sind, sondern auch umgekehrt, daß das System dieser Flecken 
alle beobachteten Flecken enthält. Freilich lassen sich auf den 
Originalplattennocheinigeganzschwache Punkteerkennen, welche 
in der Aufzählung nicht enthalten sind, doch ist dies leicht 
dadurch erklärlich, daß die Bedingung 2. sehr schematisch 
angesetzt worden ist. In Wirklichkeit ist die Intensität eines 
Interferenzstrahles nach Debye-Lorentz 
(4) 
wird also nicht bei Überschreiten von S = 100 plötzlich auf 
Null gebracht, wie oben angenommen. In der Tat haben die 
schwachen Flecke, welche auf der zweizähligen Aufnahme noch 


8 


beobachtet wurden, ein § etwa gleich 107, aber dafür auch > 
eine derartige Wellenlänge, daß sie ohne diese Schwächung § y, 
mit maximaler Intensität auftreten würden. de 
Es sei noch an zwei Formeln erinnert, welche aus den § 45 
drei Grundformeln von Laue ‘ie 
(5) -—B=h Ala; ,—y—h,ıla 
sofort abzuleiten sind: ; 
6) — gahtkhinht 
(7) Ta h, + hy + hg 
2a S 
ae § 3. Das Gitter der Zinkblende. 
ys Aus den Reflexionsmessungen ergibt sich, daB in Zinkblende lich 
> die Gesamtheit der Zn-Atome ein flächenzentriertes Raumgitter de 
bildet. Ein kongruentes Gitter aus Schwefelatomen ist i 
dieses hineingestellt, und zwar parallel dem ersten Gitter; Int 


aber derart verschoben, daß das erste $-Atom auf der Körper 
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im Verhältnis 1:3 teilt. Deutlicher wird diese Anordnung, 
wenn man die Periodizität der Gitter zu der folgenden Dar- H : 
stellung benutzt.!) Man setze die Kantenlinge a eines ge- a ; 
wöhnlichen kubischen Gitters gleich 4. Dann sind alle Gitter- _ 
punkte, welche die Koordinaten 

X=l-4, Yum-4, Zend 
haben, durch die drei Kongruenzen 
(8a) X=O(mod 4), Y=O(mod4), Z=0 (mod 4) 
gegeben. Da der Modul in dieser Arbeit stets 4 ist, möge 
(mod 4) fortgelassen werden. 

Das flächenzentrierte Gitter besteht aus vier ineinander- © 
gestellten einfachen kubischen Gittern. In Fig. 1 ist von jedem 
Gitter ein Punkt gezeichnet und man sieht, daß zu dem Gitter (8a) _ 
noch die folgenden treten: 

X=2 Y=2 Z=0 
(8b) X= 0 2 N 
2 


Die Gitter(8a, 8b) stellen zusammen y 
das aus den Zinkatomen gebildete dar. 
Zu diesem tritt das Schwefelgitter, dessen \ 4 : 
Verschiebung gegen das erste ein Viertel Fig. 1. 
der Kérperdiagonale dieses Gitters be- 
trigt. Alle Koordinaten des zweiten Gitters sind daher um 


eine Einheit größer als die des ersten Gitters: Se 
1 1 1 


9) 


3 
sind die Kongruenzen des zweiten Gitters. : 

Es sei daran erinnert, daß für Diamant die gleiche räum- 
liche Anordnung gilt. Nur bestehen dort beide Gitter aus 
gleichartigen Kohlenstoffatomen. 

Welches ist nun der Einfluß dieser Anordnung auf das 
Interferenzbild ? 


1) Welche ich einem Gespräch mit Prof. Herglotz verdanke. 
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Nennen wir das von einem gewöhnlichen kubischen Gitter 
_ hervorgebrachte Feld, den Laueschen Ausdruck (6)}), 
so ist das Feld eines um (&n£) parallel verschobenen Gitters 


c 


| 
| Für ein einzelnes flächenzentriertes Gitter tritt daher nach 
(8a, b) der Faktor hinzu 

i (11) {1 + a/2 (2h, + 2he) + 2hs) 2(2he + 

Dieser Faktor kann nur 4 oder Null sein. Das letztere 
tritt ein, wenn h,, h,, h, teils gerade teils ungerade sind (ge- 
mischte Indizes. Von dem Interferenzbild, das ein einfaches 
Gitter bietet, sind beim flächenzentrierten alle jene Flecke ver- 
schwunden, welche gemischte Indizes haben. 

Das zweite flächenzentrierte Gitter, das durch (9) gegeben 
ist, liefert für sich ein ähnliches Feld, das aber gegen das 
Feld von (8) die Phasendifferenz hat, die seiner Verschiebung 
um( 1,1,1)entspricht. Da nun das zweite Gitter aus Schwefel. 
atomen besteht, wird es nur mit einem gewissen Bruchteil 4 
der Amplitude des Zinkgitters schwingen. Daher tritt für das 
ganze Zinkblendensystem zu (11) noch der Faktor 


(12) 


hinzu. 

Um einen Überblick über die Wirkung dieses Faktors (12) 
zu erhalten, ist gut, den Diamanten zum Vergleich heranzu- 
ziehen, für den 4 =1 ist. Dann sind drei Fälle zu unter- 
scheiden, es ist nämlich: 


für h,+h,+h,= 0O(mod 4)d. Betrag d. Klammer = 2 
= +1(mod 4) =/2 
| = 2(mod 4) ri = 0. 
Man sieht hieraus, daß bei Diamant von den Flecken mit ge- 
raden Indizes noch alle jene fortfallen, deren Indexsumme die 
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Form 4n + 2 hat, daß hingegen Flecken mit der Indexsumme ~ 
4n mit maximaler Amplitude 2 auftreten (im ganzen, nämlich 
gegen das einfache kubische Gitter, ist die Amplitude 8, ent- 
sprechend der Zahl der Gitter). Alle anderen Flecke haben 
gleichen Intensitätsfaktor.!) 


Im Fall der Zinkblende werden wir wegen A<1 eine 
vollständige Vernichtung der einen Sorte von Interferenzstrahlen i 
nicht erwarten diirfen, doch wird immer noch ein — 
einanderarbeiten der beiden Gitter und daher eine — 
liche Schwächung der Flecke stattfinden. 


§ 4. Aufstellung des vollzähligen Fleckensystems. zu 


In diesem Paragraph wird die Aufzählung aller mit der 4 
oben genannten Einschränkungen zu erwartenden Flecken ge 
geben. Die Einschränkungen sind am Kopf der Tabellen wieder- hae 
holt und es sind Hinweise über das Vorgehen bei der Auf- Psi. 5 Br: 
stellung der Tabellen zugefügt. Die Intensität der Flecke, = = | 
welche in der letzten Spalte angeführt ist, ist durch eine ganz 2 Be 
rohe Abschätzung der Schwärzung auf den Originalplatten 
wonnen. Die Zahlen können daher nicht beanspruchen, ein 3 
quantitativ richtiges Bild von der Energie der 
zu liefern, sondern stellen im wesentlichen nur die Rangfolge en 
der Schwärzungen fest. 


I. Vierzählige Aufnahme: =0, y = 1. 


Abkürzung: h,? + h,? + h,? = 8. ‘A 
2a _ S zwischen 16 und 60. 
. S< 100. (Diese Grenze tritt ab h, = 2 ein.) 
= 1— 


Aus den beiden letzten Forderungen folgt: h, < 4. 
Festsetzung: Wegen Gleichwertigkeit von h,, h,, Ay, Az: 
h, =h,=0. 


Die Aufzählung geschieht nach },. 


1) Alles dies wird an der Diamantaufnahme bestätigt gefunden. 
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1. Punkte mit A, = 1. S zwischen 16 und 60 oder h,? + h,? zwischen 

15 und 59. Wegen A, = 1 sind auch h, und A, ungerade. Der kleinste 

Wert von h, tritt auf, wenn h, = h,, der größte wenn h, = 1. Dies gibt 
als extreme Werte von h,:3 und 7 


2a 
hy hy hg | Ss Intensität 
19 19 2 
27 27 6 
3 1 35 35 6 
5 1 5 
% 51 51 1 
be. 51 51 1 
59 59 ia 
= 


Be: 

2 


a 


: a 2. Punkte mit h, = 2. S zwischen 32 und 100, oder h,? + h,? zwischen 
l 28 und 96. A, und h, müssen gerade sein; die extremen Werte von h, 
sind 4 und 8 (bei A, = h, und bei h, = 0). 


2a 
& 4, Ss Intensität 
44 2 36 18 1 
602 40 20 2 | 
622 44 22 2 | fällt mit 933 zusammen! 
6 4 2 56 28 5 
6 6 2 76 38 2 gleiche Lage wie 331! 
8 0 2 68 34 <1 2 
8 2 2 72 36 8 2: 
8 2 84 42 <1 Aa 


3. Punkte mit h, = 3. S zwischen 48 und 100 oder h,? + h,? zwischen 
32 und 84. A, und A, ungerade, extreme Werte: 5 und 9. 


S =" Intensität 
— 
5 59 19,7 


a 


| PER: 


fällt mit 622 zusammen! 


bia, 
as 
> 
a 
= 
7 5 8 83 27,7 2 
91 30,8 2 
+ 9 3 8 99 33,0 2 | 


hen 
ste 
ribt 


nen: 
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II. Dreizählige Aufnahme: «, = 6, 1/V3. 


Einschränkende Bedingungen: 


Aus den beiden letzten Forderungen folgt s= 6; anderer- 


seits s>0. 


Festsetzung: Wegen der Gleichwertigkeit von h,, h,, h,: 


4. 


Da wegen s > 0 mindestens ein Index positiv sein muß, 


so sei A, > 0. 
Die Aufzählung geschieht nach s. 


l. Punkte mit s=1. 


kann, weil S zu klein ist 


Abkürzungen: h,? + h,? + hg? = 8, hth, +h, =s. 


=/3.- zwischen 16 und 60. 
S< 100. (Diese Grenze tritt mit s = 
csp=1-, >1/y2. 


S zwischen 9 und 35. Indizes ungerade. Man be- 
ginnt die Aufzählung mit %, = 1, das jedoch noch keinen Punkt liefern 
Es kommen nur: 


2 
S | — 
| 
| 
u | 19,7 
81 8 19 $2,9 
35 | 60,05 


2. Punkte mit s = 2. 


| 
| Intensität 
| 


S zwischen 18 und 70. Indizes gerade. 
h, = 2 gibt keiuen Punkt, weil S zu klein wird. 


hy ha hg Intensität 


bo 
=) 
w 


| 


mit 804 
zusammen! 


= 
| 
ie 
3 
i 
yw 
— 
6% 36 31,2 | 1 
| 
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3. Punkte mit s= 3. S zwischen 27 und 100. Indizes ungerade. 
Kleinster Wert von h, ist 3. 
2a 3 
hy hy hg | S Intensität 
| — = = 
| 
u 97 15,6 1 ie mit 444 und 555 
| | zusammen! 
5 1 1 27 15,6 
513 35 26,0 1 
535 59 34,1 4 
557 9 | 572 
713 59 34,1 4 
7% | 48,8 1 fallt mit SIT 
9 3 3 99 | 57,2 os allt mit 311 zu- 
| sammen! 
4. Punkte mit s=4. S zwischen 37 und 100. Indizes gerade. 
Iy = | Intensität 
Pr 20,8 | mit 333 und 555 
zusammen! 
40 17,3 — 
624 56 24,2 4 ch 
$4 |. 58,1 4 
w 
8 2 2 72 31,2 4 Eee 
8 0 4 80 34,6 4 fallt mit 402 zusammen! 


5. Punkte mit s=5. S zwischen 45 und 100. Indizes ungerade. 


Se Intensität 


fallt mit 383 und 444 


5 5 5 | 75 | 26 1 N 

| zusammen! 
17,6 
3 3 59 20,4 
7 3.3 83 28,7 1 


wl 


91 31,5 2 | 


6. Punkte mits=6. S zwischen | 54 und 100, 


= 


Intensität 


| 
4) 
» 
ER 
af 
=, 
“oth 
i 
+, 
R 
.2 
2 
6 4.2 | 68 19,6 3 


44 
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III. Zweizählige Aufnahme: «,=0, % = =1/V2 
= Abkürzungen: S=h?+h,?+h,?; c= h, +hg, stets 
 Einschränkende Bedingungen; 

~ oi yz = liegt zwischen 16 und 60. 
S< 100. 

cos p=1—y > 1/Y2. 


Aus den beiden letzten Forderungen folgt o= 4. © 
Festsetzung: Wegen der Gleichwertigkeit von A, und A, 
sowie von h, und A,: h,=0, ,>h 


Die Aufzählung geschieht nach o, beginnt also mit o = 2. 


1, Punkte mit o=2. S zwischen 22 und 86. Man beginnt damit, alle 
Werte von A, + hg = 2 aufzuschreiben und fügt die zulässigen Werte von 
h, hinzu. Daher ist in der Aufzählung die Reihenfolge der Indizes A, hg /,. 


| | 
hy h, |S 2% | Koordinaten | ritonsitat 
5 | 

11 5 191 0,615 0 1, 
11 7 |51| 361 | 042 0 3 
1 1 9 8) 58,7 032 0 _ 
206 |40| 283 0,47 11 6 
208 |68| 48,1 0,85 0,06 u 

3 1 5 1355| 248 046 0,26 4 
8 I 7 |59| 41,7 | 0,36 0,145 1"/, 
4 2 2 |24 17,0 0,28 0,60 mit 344 
4 2 4 |86 25,5 | 0,85 0,875 11/, — 
4 2 6 |56) 39,6 | 0,33 0,28 3 
42 8 |84| 594 | 0,28 0,15 _ 

| 
5 3 1 |85, 248 0,09 0,51 4 
5 3 3 |48| 304 | 0,23 0,41 5 
5 8 5 |59| 41,7 | 0,27 0,29 1 
5 3 7 |88| 587 | 0,25 0,20 _ 

6 7 0 368 | 0,00 0,42 1 me 
6 42 56 396 0,11 0,885 3 
6 4 4 68| 481 | 0,18 0,31 _ neem 
7 5 1 |75| 530 | 0,04 0,34 _ 
7 5 3 | 83] 587 | 011 0,30 — 


1) In dieser Tabelle sind die Koordinaten &, 7 der Punkte mit auf- 
geführt, weil die Aufnahme zum erstenmal berechnet wurde. Die 


= 
7 


~ 
35 
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2. Punkte mit o = 4, S zwischen 44 und 100. 


2a |Koordinaten wie 
he hy Intensität 
2 6 44/156 | 121 0 ws a 
2 8 |72/ 255 | 08 0 1 
3 1 7 20,9 0,92, 0,19 
3 1 9 |91) 822 | 0,68 0,11 1 
4 0 6 152,184 | 0,94 0,4,| — 
4 0 8 |80| 28,3 | 0,71 0,25 11/, 
5 1 5 |51] 18,0 | 0,76, 0,68, = 
5 1 7 |75| 265 | 0,67, 0,41 | 11/, 
6 2 2 44| 15,6 | 0,40, 1,14 _ fe 
6 2 4 56 19,8 | 0,56, 0,80 _ 
6 2 6 76) 26,9 | 0,56, 0,53, nz 
7 3 1 59208 | 0,18 0,98 
7 3 3 67 23,7 | 0,33 0,78, 1 
7 B 5 88) 294 | 0,42 0,60 11/, 
8 4 0.80 28,3 | 0 0,75 2 as 
8 4 2 |84| 29,7 0,17 0,71 
8 4 4 (96 34,0 | 0,28 0,60 11/, fällt mit 422 zusammen 


Der Inhalt dieser Tabellen ist in den Kurven Figg. 2—6 
e niedergelegt, welche für die vierzählige Aufnahme (Fig. 2), für 

die dreizählige (Figg. 3 und 4) und für die zweizählige (Figg. 5 
und 6) die Abhängigkeit der Intensität der Flecke von der 
Wellenlänge zeigen. 


§ 5. Diskussion der Ergebnisse. 
Aus den Kurven Figg. 2—6 sehen wir, daß die Intensität 


_artiger Weise mit der Wellenlänge variiert. Man wird daher 
j _ geneigt sein, diese Kurven als ein — durch allerlei Neben- 
ss umstände verzerrtes — Abbild der auf den Kristall auffallen- 

u den Röntgenstrahlung anzusehen. 


' Koordinaten &, 7 auf der Platte sind rechtwinklig; die &-Achse fällt mit 
der x-Achse des Kristalles zusammen. Es ist für den Abstand 1 zwischen 


(— 8)’ (= 3S) 


u 
| 
ge 
4 
on by, 
| 
inahme 
> | 


Die Intensität der Interferenzflecke bei Zinkblende usw. 269 


Vor allen Dingen fällt die gleichartige Lage des Maximums 
aller Kurven bei 2a/2 = 32 auf, sowie der übereinstimmend 
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schnelle Abfall der Intensität nach längeren wie nach kürzeren 
Wellenlängen hin. Dies zeigt deutlich, daß den Kurven eine 


q 
- 
+ 


£ 


über die Bedeutung der einzelnen Aufnahme hinausgehende 
Wichtigkeit zukommt. 

Zur Erklärung der Kurven sei folgendes bemerkt. 

Die einzelnen, mit römischen Ziffern versehenen Kurven 
einer Figur entsprechen den Abteilungen in der tabellarischen 
Aufzählung der betr. Aufnahme. In Fig. 2 enthält Kurve I 
alle Punkte mit A, = 1, Kurve II die Punkte, welche 4, =2 
haben usw., ebenso in Fig. 3 Kurve I alle Punkte mit s=1, 
Kurve III alle Punkte mit s=3 usf. Nennt man Z die 
Größe h,, s oder o, nach welcher die Aufzählung geschieht 
(Aufzählungsindex), so liegen also Kurven mit größerem Z unter 
denen mit kleinerem Z. Die Erklärung ist teils in der Absorption im 
Kristall, teils indem Debye-Lorentzschen Faktor (4) zu suchen, 
Bleibt man nämlich bei einem gewissen Wert von 2a/A, d.h. 
läßt man S/Z konstant, so folgt aus Formel (6), daß die 
Schiefe des Interferenzstrahles 1 — cosp proportional mit Z 
ist. Da die schieferen Strahlen größere Wege in der Kristall- 
Br platte zurückzulegen hatten (diese stand stets senkrecht zum 
einfallenden Strahl), so leiden die Strahlen mit großem Z 
mehr unter der Absorption, als solche, die bei gleichem 2a/l 
_ ein kleineres Z haben. 

a Ähnlich wirkt der Faktor (4), der eigentlich nur von 8 
abhängt; dieses ist bei konstantem 2a/4 = 8/Z proportional 
zu Z, so daß sein Einfluß dem der Absorption parallel läuft. 


Es läge nahe, den Lorentzschen Empfindlichkeitsfaktor 
durch Modifikation des Ordinatenmaßstabes zu beseitigen, doch 
ist dies hier nicht geschehen, weil bei dem unbekannten Inten- 
sitäts maßstab überhaupt alle quantitativen Korrektionen ver- 
mieden werden sollen. 

Wegen der Absorption und des Faktors (4) ist es natür- 
lich, daß nicht alle Punkte einer Aufnahme durch einen 
Kurvenzug verbunden werden, sondern nur solche mit gleichem 
Aufzählungsindex Z. 


r= 


In Fig. 1 und Fig. 3 sowie Fig. 4 sind auBer den auf den 
Kurven gelegenen Punkten noch solche zu sehen (wie 802 in 
Fig. 1, 244 in Fig. 3, 842, 626 in Fig. 4), die ganz und gar 
unter die Kurven fallen, auf denen sie nach der Größe ihres 
Aufzählungsindex liegen sollten. Diese Punkte bilden das 
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schärfste Kriterium für die Richtigkeit der Braggschen Struktur, 
denn es sind alles Punkte, für die h, + h, +h, =2(mod 4) ist, 
und deren Intensität nach dem in $ 3 Gesagten durch die Gegen- Ba 
wirkung von Zink- und Schwefelgitter geschwächt sein muß. er 

In Fig. 5 und 6 ist auch die entgegengesetzte Wirkung 
ersichtlich, welche durch maximale gegenseitige Verstärkung 


der beiden Gitter entsteht. Die an den Punkten mit Sh 
=0(mod 4) angebrachten Pfeilköpfe geben den abgeschätzten 
Wert der Intensität an (vgl. die Tabelle), während die Ordi- 
naten der Punkte (anderes Pfeilende) soweit reduziert sind, 
daß sie mit den Punkten mit ungeraden Indizes verglichen 
werden können. 


Entsprechend ist in Fig. 3 als Kurve IV’ die Kurve der 
Fig. 4 in verkleinertem OrdinatenmaBstab eingetragen. Fig. 4 
enthält ja die Punkte der dreizähligen Aufnahme, die gerade 
Indizes haben. Dabei ist s= 4, mit Ausnahme der Punkte 
244 und 064, welche s= 2 haben; um die Intensitäten mit 
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P. Ewald. 7 


denen der ungeraden Flecke vergleichen zu können, muß also 
eine Reduktion angebracht werden. Daß die Punkte 826 und 
064 annähernd gleiche Intensitäten haben, obwohl der letztere 
durch das Gitter geschwächt ist, ist so zu verstehen, daß 064 
der Kurve s= 2 angehört, welche wegen des kleineren Index 
über s = 4 verlaufen würde, falls die Schwächung nicht statt. 
fände. 

Ebenso müßte in Fig. 2 die Kurve II, welche Punkte mit 
D»h=0(mod4) enthält, etwas herabgeschoben werden, um 
- mit I und III vergleichbar zu sein. 

Maximale Intensität eines Interferenzfleckes wird also 
dadurch erzielt, daß: 1. die Wellenlänge nahe beim Maximum 
der Spektralkurve 2a/A = 32 liegt; 2. der Strahl einen recht 
kleinen Aufzählungsindex hat, d. h. möglichst wenig abgelenkt 
_ wird; 3. das Gitter möglichst günstig wirkt (S$) 4 = 0 (mod 4)). 
Da also festgestellt ist, daß die Intensität eines jeden 

Fleckes der Zinkblendeaufnahmen mittels der Kurven Figg. 2 
bis 6 aus Wellenlänge und Indizes sich ergibt, so wird man 
nicht länger zögern, diese Kurven als die Spektralkurven der 


th Strahlung anzusehen. Freilich geben sie nicht das auffallende 
a Spektrum unverzerrt wieder, sondern entstellt durch Absorption 
and Wärmebewegung und Ansprechungsvermögen des Gitters: 
ee die Kurven sind das aus dem Kristall austretende Spektrum, 


dessen Intensität durch die Schwärzung der photographischen 
Platte in unbekanntem Maßstabe gemessen ist. Das Maximum 
dieses Spektrums bei 2a/A = 32 entspricht mit a = 5,4- 10”®°cm 
(s. 0.) einer Wellenlänge 
Amax = 0,34-10® cm; 
diese ist kleiner als die der weichen Eigenstrahlungen der 
Schwermetalle, etwa von Rhodium: Ap, = 0,6-10”® cm nach 
Bragg. (Für Platin: Ap, von 0,92 bis 1,3. 10° cm). 
Die Ausdehnung des Spektrums umfaßt etwa 11/, Oktaven, 
im intensiven Teil nur etwa eine Oktave. Obwohl in einem 
Interferenzpunkt also zwei, ja drei verschiedene Wellenlängen 
noch merklich vertreten sein können, ist von einer Häufung 
von Wellenlängen, wie sie an anderer Stelle vorgeschlagen 
ce ies ee _ warde? ), nicht die Rede. Sofern die Intensität der an Flächen 


1) P. P. Ewald, Physik. Zeitschr. 14. p. 47. 1918. 
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mit kleinen Indizes reflektierten Strahlen bevorzugt ist, geschieht — 
dies einerseits durch die Wärmebewegung, andererseits durch 
die Tatsache, daß infolge des endlichen Öffnungswinkels m 
auffallenden X-Strahlen die Punkte mit kleinem § im Vorteil 
sind. Nach Debye-Lorentz ist ja die durch ein auf 
fallendes Bündel hervorgebrachte Intensität proportional 1/8; _ 
der Einfluß dieses Faktors liegt also im selben Sinn wie der 
der Wärmebewegung. Der Faktor wirkt bei der einzelnen 
Kurve Z = const. dahin, das kurzwellige Ende des Spektrums 
stärker zu schwächen, als das Gebiet größerer A. Z. B. ist er 
bei Kurve I, Fig. 3 am Anfang '/,,, am Ende !/,,. Um diesen 
Einfluß des Kristalls zu beseitigen, müßte also das rechte Ende 
der Kurven gehoben werden im Vergleich zum Kurvenanfang. 
Außerdem folgt aus der Lorentzschen Korrektion, wie bereits 
oben bemerkt, daß die Kurven mit Z = 2, 3,... nur !/,, 3/, ».. 
so große Ordinaten haben, wie Kurven Z=1. Hierdurch ist 
das Untereinanderliegen der Kurven einer und derselben Figur 
reichlich erklärt. 
Die Verzerrung der Spektralkurve gegen die spektrale — 
Intensititsverteilung im Primärstrahl kann auch infolge der 
Absorption recht beträchtlich sein. Hierbei spielt vor allem 
die Veränderlichkeit der Absorption mit der Wellenlänge eine 
Rolle, die nach der Seite der langen Wellen hin (weiche 
Strahlen) besonders groß sein dürfte. Verschiedene Anzeichen 
(Aufnahmen an Diamant) sprechen dafür, daß im Primärstrahl- 
spektrum die langen Wellen stärker vertreten sind, als us _ 
den obigen Kurven zu folgen scheint. Auch die Lage des = 
Maximums kann durch diese Einwirkungen erheblich ver- — 
schoben werden. Die gute Übereinstimmung der obigen — 
Kurven würde zum Teil dadurch verursacht sein, daß die 
durchleuchteten Kristallplättchen sämtlich gleiche Dicke hatten 
(1 mm). Bei Durchstrahlung dickerer Stücke würden die 
weichen Strahlen prozentual stärker geschwächt als die m ei 
so daß die Kurven verändert wären. 
Betreffs der Wärmebewegung läßt sich wegen des unbe- TH a 
kannten Maßstabes, in dem die Intensität gemessen wird, — Be 
ebensowenig Quantitatives sagen, wie über die ieee: 
Um wenigstens einen Überblick über die Größenordnung sag: 
der Schwächung zu geben, sei angeführt, daB aus der 
Annalen der Physik. IV. Folge. 44, 18 ee 
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x as Debyeschen Theorie fir den Exponenten des Schwächungs- 

unter Einsetzung der Zahlenwerte für Zinkblende Bern 


| N =6,2-10%, h=6,4-10-27, K=1,3.10-1, 


a 
= (65,4 + 32,0), a = 5,4-10=, @=200, S= 100 
M=1,55, 
4 E 


Die kritische Temperatur 0 = 200, welche auch wegen der 
ziemlich regulären spezifischen Wärme von Zinkblende bei 
gewöhnlicher Temperatur ein wahrscheinlicher Wert ist, liefert 
also eine Schwächung im Verhältnis 5:1 für die Punkte mit 
höchstem 8, die in der Aufzählung berücksichtigt wurden. 
u Eine Schwächung von diesem Betrage erscheint möglich. 


= 

a Von besonderem Interesse ist es, die oben dargelegten 


=: ER Anschauungen an der Aufnahme Fig.8 auf Taf. III bei Laue- 
E _ Friedrich-Knipping zu prüfen, welche bei der Durch- 
strahlung einer versehentlich um etwa 3° schief zur drei- 
zähligen Achse geschliffenen Kristallplatte (ebenfalls von 1 mm 
Stärke) entstand. Die Verschiebung der Intensität der Flecken, 
welche durch die Verdrehung um 3° hervorgerufen ist, ist 
beim Vergleich von Fig. 7 und 8 der Taf. III deutlich zu 
sehen, besonders bei den innersten Punkten, welche in der 
nebenstehenden Figur wiederholt sind 

% a Es ist leicht durch Betrachtung der Aufnahme festzu- 
stellen, welchen Flecken der symmetrischen Photographie die 
der unsymmetrischen entsprechen, so daß die Indizes der 
schiefen Aufnahme bekannt sind. Die Wellenlängen, welche 
in den Flecken enthalten sind, ändern sich natürlich durch 
die Schiefe des Einfalls. Zs muß nun mittels der Spektralkurve 
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möglich sein, die Intensitätsunterschiede der Aufnahmen vorherzu- 
sagen. Die Prüfung ergibt volle Übereinstimmung mit der Theorie. 


° E 
° 


Bei Beschränkung auf die in der Fig. 7 wiederholten = 
Flecke treten in der symmetrischen Aufnahme folgende Wellen- 
längen auf: 


313... . 82,9 (der stärkste sechsfache Punkt), 
Bil. . . . 197 (dreifacher Punkt), 


34,1 (zwölffacher Punkt) (vgl. die Tabelle). 


Wirk: 


1. Bias 


of 


317 
fe) 


Aufnahme zu berechnen, müssen die Winkelcosinus «8,7. 
bekannt sein. Man berechnet leicht aus der Lage der Flecken 
die Verdrehung des Kristalles zu 2° 50’ (dieser Wert ist ge- a 
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276 
nauer als 3°) und daraus «, = 0,536, A, = 7) = 0,596; die 


Formel wird also: 
(15) 2a S 


Z = 0,536 hy + 0,596 (A, + hs) 


Hiernach ergibt sich folgende Tabelle, in deren letzter 
Spalte Zahlen stehen, welche die Reihenfolge der Flecke nach 
ihren beobachteten Intensitäten wiedergeben. 


9 

331 24,5 6 re? 30,0 5 
ı 338 35,4 7 18% 32,0 5 
ae 5 3 5 | 39,6 4 
8 55 8 | 282 4 
1 1 16,8 4 8 5 5 | 367 4 


Fig. 9. 4 


Trägt man die Flecken nach ihrer Wellenlänge in die 
anti I (resp. III) der Fig. 3 ein, so zeigt sich, daß die In- 
 tensitäten der Flecke der schiefen Aufnahme im wesentlichen 
die Wellenlängenwanderung auf der der 
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ie - Bei den Flecken mit gleicher Intensitätszahl war eine Rang- 
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ordnung nicht zu entscheiden. ‘ 
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Daß der nach der Beobachtung stärkste Punkt (18) auf 
der Spektralkurve unterhalb von (7) liegt, mag durch die Lage 
in der Nähe des Maximums hervorgerufen sein. Die Fehler 
in der Bestimmung der Spektralkurve äußern sich dort natür- 
lich am stärksten, und ein Unterschied in der Härte der Röhren 
bei beiden Aufnahmen würde sich ebenfalls dort am meisten 
fühlbar machen. 

Die schiefe Aufnahme ist von W. Friedrich zum Nach- 
weis des Härteeinflusses benutzt worden.') Bes 


§ 7. Betrachtung des Zinkblende- und Diamantgitters vom 
kristallographischen Gesichtspunkte aus. 


Es möge hier der Nachweis Platz finden, daß das Zink- 
blendegitter, das durch seine Kongruenzen dargestellt heißt: — 


000 
022 133 
(16) Zink Schwefel 
8 3 1 


den Forderungen der kristallographischen Symmetrielehre 
genügt. 

Zinkblende gehört der hexakistetraedrischen Klasse des 
regulären Systems an, und besitzt die vier Körperdiagonalen 
eines Würfels als Achsen dreizähliger Drehsymmetrie, die drei 
Würfelkanten als Achsen zweizähliger Dreh- und vierzähliger 
aus Drehung und Spiegelung zusammengesetzter Symmetrie und 
schließlich sechs Symmetrieebenen, die durch gegenüberliegende 
Kanten eines Würfels gehen. 

Bei Diamant ist die Unterbringung in eine der 32 Klassen 
des kristallographischen Systems bis in die neueste Zeit un- 
sicher gewesen. Es läßt sich schwer zwischen der 31. und 
der 32. Klasse entscheiden, doch neigt man dahin, Diamant der 
32. Klasse, der hexakisoktaedrischen Klasse zuzuzählen. Diese 
Klasse, welche den holoedrischen Typus eines regulären Kristalls 
enthält, hat außer den oben aufgezählten Symmetrieelementen 
der 31. Klasse noch die Würfelebene {001} als Symmetrieebene. 
Nun zeigt Diamant ausgesprochene Zwillingsbildung nach der 
Würfelebene, was damit unvereinbar ist, daß diese Ebene 


1) W. Friedrich, Verh. D. Phys. Ges. 16. p. 69. 1914. io: Alk 
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Symmetrieebene sein kann. Während dies ein Argument für 
die Einreihung in die 31. Klasse ist, spricht der Umstand für 
die 32. Klasse, daß die Würfeldiagonale keine polaren Eigen- 
schaften aufweist (keine Pyroelektrizität, Man suchte daher 
zuletzt die Wachstumserscheinungen anders zu deuten und der 
Würfelebene die Symmetrieeigenschaft zu lassen. 

Das Braggsche Modell zeigt, daß Diamant zwischen beiden 
Klassen steht: die Würfeldiagonale ist zwar nicht polar, wie 
bei Zinkblende, aber die Würfelebene ist auch keine Symmetrie- 
ebene des Modells (vgl. unten). 


Um zu sehen, ob die Strukturmodelle die richtigen Sym- 
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metrieeigenschaften haben, müssen darauf die Symmetrieopera- 
tionen angewandt werden, welche den Kristall in sich über- 
führen; dabei geht nun tatsächlich das Strukturmodell ebenfalls 
in sich über, und zwar im Falle von Zinkblende ohne Ver- 
tauschung des einen (Zink-) Gitters mit dem anderen (Schwefel), 


1. Drehung um die dreizählige Achse um 120° bedeutet 
zyklische Vertauschung der x -> y -> z-Koordinaten. Jedes Gitter 
geht in sich über. 

2. Spiegelung an der Symmetrieebene {110} bedeutet Ersetzung 
von +2 durch — y und von y durch —z. Aus dem Gitter 
wird: 


22 0 5 


Nun sind aber die Kongruenzen 0, 1, 2, 3 soviel wie 0, 3, 2,1, 
da ja die Hinzufügung der Verschiebung 4 nach irgend 
einer Achse nur den Übergang zu einem äquivalenten Punkt 
bedeutet. Also ist diese Gitterdarstellung mit der alten 
identisch. 


3. Die Drehung um die zweizählige z-Achse um 180° ver- 
tauscht x und y mit —z, —y. Das Gitter bleibt unver- 
ändert. Dreht man jedoch nur um 90°, so wird x mit —y, 
y mit 2 vertauscht, und es entsteht das Schema 
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welche dem obigen (16) nicht äquivalent ist. Es wird Pr i 
äquivalent, wenn man noch die Spiegelung an der xy-Ebene: 
z>2z anwendet. (Achse vierzähliger zusammengesetzter Sym- 
metrie.) 
Die Würfelebene ist weder bei der Zinkblende, noch beim at 
Diamant eine Symmetrieebene. ae 
Die Zwillingsbildung des Diamant nach der Wirfelfliche 
ist so zu erklären: längs einer solchen Fläche wachsen zwei > 
Individuen aneinander, die um 90° um die Wiirfelkante senk- 
recht zur Zwillingsfläche gedreht sind. Für das gesamte Gitter 
des Zwillings ist dann die Zwillingsfläche selbst eine Symme- 
trieebene — aber alle ihr parallelen Ebenen, die im einen | 
oder im anderen Zwilling verlaufen, sind keine Symmetrie- oe 
ebenen. Die Zwillingsachse (z-Achse) ist beim einfachen -— 
mantexemplar deshalb nicht polar, weil sie gleiche Ebenen nf 
(mit gleichen Atomen in gleicher Anordnung besetzt) in eichen 


000 Joo 
000 

— 000 
000 oo 
000000 

. 
0P00 

ux x 
000boo 

000000 

xxx 


Abständen schneidet (Fig. 10a). Die gleiche Achse nn Wr 
durchsetzt bei Zinkblende Ebenen, welche zwar in gleicher — 
Weise, aber mit verschiedenen Aromen besetzt sind, in gleichen 
Abständen (Fig. 10b). Eine solche Achse ist ebenfalls nicht — 
polar, denn im Innern des Kristalls sind beide Achsenrich- 
tungen gleichwertig. 
Anders ist es bei der dreizähligen Zinkblendeachse, ae Pr 
Zink- und Schwefelebenen in der Anordnung der Fig. 1006 
durchschneidet. Hier ist auch im Innern die Richtung des 
Pfeiles von der umgekehrten verschieden. Bei Diamant fällt or 
diese Polarität fort. 
Nach der Sohnckeschen Theorie soll der Zinkblende ein oa Be 
Punktsystem zukommen, das durch Wiederholung von „Zwölf- bea a 
punktnern“ entsteht. Die einzelnen Zwölfpunktner sollen wi 
an die Stellen der einfachen Punkte eines der drei 
schen kubischen Raumgitter treten. (Ob die Wiederholung 
nach dem einfachen, dem körperzentrierten oder dem flächen- 
zentrierten kubischen Gitter geschehen soll, ist ungewiB.) In ; 


r 


der Tat läßt sich das Modell als folgender Spezialfall dieses 
Punktsystems auffassen, wenn man dasselbe zu einem flächen- 
zentrierten Raumgitter entarten läßt. Zu diesem Zwecke lasse man 
im Zwölfpunktner (Fig. 11) je drei Punkte in die Ecken 4 4’ BB’ 
zusammenrücken, so daß nur vier Punkte übrig bleiben, die als 
die Eckpunkte eines Tetraeders aufgefaßt werden können. Wird 
diese spezialisierte Zwölfpunktnergruppe nach einem gewöhn- 
lichen kubischen Gitter wiederholt, dessen Kantenlänge das 


Fig. 11 


Doppelte der Kante BC ist, so entsteht offenbar ein flächen- 
zentriertes Raumgitter als Spezialfall des allgemeinen Punkt- 
systems. Dies ist das Zinkgitter; das gesamte Gitter von 
Zinkblende besteht, in Übereinstimmung mit P. v. Groths De- 
finition der Kristallstruktur, aus ineinandergestellten Punkt- 
systemen, die kongruent, aber aus ungleichartigen Atomen ge- 
bildet sind: es tritt nämlich das Punktsystem des Schwefels 
hinzu, welches gegen das Zinkgitter so verschoben ist, wie das 
Zentrum des Würfels Fig. 11 gegen den Eckpunkt B. 

Das Diamantgitter zeigt die Unrichtigkeit der Behauptung’), 
daß Elemente nur eines Sohnkeschen Punktsystems zu ihrem 
Aufbau bedürfen. Denn es läßt sich nicht als Spezialfall 
eines dieser Punktsysteme auffassen. 

Durch die Versuche mit Röntgenstrahlen wird nur die 
Lage der Atome im Raum festgelegt und nichts über die 
Kräfte ausgesagt, welche von Atom zu Atom wirkend den 
Zusammenhalt des Gitters sichern. Die Herren Bragg haben 


1) P. v. Groth, Physik. Kristallograph. IV. Aufl. p. 294. Leipzig 1905. 
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der Kohlenstoffatome im Diamant in engster Beziehung zu 
den Kräften steht, welche die organische Chemie am Kohle- __ 
atom erkannt hat: den nach den Ecken eines regulären Tetra- 
eders gerichteten Valenzkräften. Verbindet man ein Atom 
im Gitter mit seinen nächsten Nachbarn (vier an Zahl), so sind = 
diese Verbindungslinien als die Richtungen der (chemischen) 
Kraftwirkung zu deuten. 
Wenn schon diese Art der Verbindung der Atome beim ~ 
Diamant wegen der chemischen Erforschung des Kohleatoms in 
sehr viel für sich hat, so ist es doch wünschenswert, andere 
Gesichtspunkte zur Bekräftigung heranzuziehen. Hier bietet — 
sich besonders die Eigenschaft der Spaltbarkeit dar, welche ei 
Diamant längs den Oktaederebenen {111} in hohem Grade 
vorhanden ist. 
Bei der Spaltung müssen offenbar die chemischen Kräfte Bee 4 
überwunden werden, und die Spaltung wird dort am besten 
vor sich gehen, wo am wenigsten Kraftstrahlen durchrissen zu 
werden brauchen. Berechnet man nun die relativen Anzahlen 
von Kraftstrahlen, welche von der Flächeneinheit der Haupt- 


ebenen ausgehen, so findet man: 
Oktaederebene I. . . . 1 > 
wards Rhombendodekaederebene. 1,53 


Die beiden letzten Ebenen sind auf beiden Seiten gleich; eine 
Oktaederebene des Gitters jedoch hat zwei verschiedene Seiten: es 
die eine ist einer nah-, die andere einer weitbenachbarten 
Parallelebene zugewandt. Letztere (mit I bezeichnet) hat das 
Minimum von Kraftstrahlen pro Flächeneinheit, und zwischen — 
zwei weitbenachbarten Oktaederebenen findet die Spaltung statt. 
Dabei dürfte die von den engbenachbarten Ebenen mit ihrer 
straffen Verbindung gebildete Schicht noch besonders günstig 
für die glatte Spaltung sein. ; 
Von größtem Interesse wäre es, die Natur der Gitter- 
kräfte an den elastischen Eigenschaften des Diamants zu er- 
forschen; doch würden noch Daten 
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Die Interferenzbilder der Réntgenstrahlen in der Art, wie 
tie von Laue, Friedrich und Knipping hergestellt wurden, 
verdanken ihre Entstehung dem Auffallen eines kontinuierlichen 
Spektrums auf den Kristall. Durch den Kristall hindurch 
‚wirksam ist ein Wellenlängenbereich, der etwa 1!/, Oktaven 
umfaßt, und dessen maximale Intensität in den vorliegenden 
bei 4 = cm liegt. Aus dem auffallenden 
Spektrum spaltet der Kristall die Wellenlängen, die zwischen 
seine Netzebenen passen, als Interferenzstrahlen ab. Die In- 
tensität der einzelnen Interferenzstrahlen ist dabei die in den 
Kurven Figg. 2—6 und Fig. 9 festgelegte einfache Funktion 
der Wellenlänge. Auf Grund dieser Spektralkurven ist es 
möglich, die Intensität bei Aufnahmen unter anderen Winkeln 
Yorauszusagen. 
| Die Richtigkeit der Braggschen Modelle für Zinkblende 
und Diamant erfährt durch die Intensitätsverteilung unter den 
Flecken volle Bestätigung. 
2 Auch die kristallographischen Eigenschaften der Struktur- 
modelle entsprechen der Wirklichkeit. 


(Eingegangen 2 26. Januar 1914.) ail 
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5. Die Fresnelschen Reflexionsformein und 
das Brechungsgesetz bei komplexem Einfalls- und 
Brechungswinkel; 
von August Wiegrefe. 


Gelegentlich eines Versuches, Beugungsprobleme mit Re- ar 
flexion und Brechung auf dem Boden der strengen Sommer- — 
feldschen Theorie zu behandeln!), traf ich auf Lösungen der 
Differentialgleichung Au + k?u= 0, die das Brechungsgesetz 

krcos& = kırcosß 
und die Fresnelschen Reflexionsformeln 


x‚sina — x,,sinß 


sin @ + x,,sin + 


unter dem komplexen Integral mit der Integrationsvariablen «@ _ 
enthalten. Es mußte daher das Verhalten dieser drei Formeln © 
bei komplexem & und / studiert, insbesondere die Riemann- — 
sche Fläche für R und @ hergestellt werden. Die damaligen _ 
Ausführungen sollen im folgenden noch etwas erweitert und 
vertieft werden. 

In den obigen Formeln sind « und 8 die Komplement- 
winkel der gewöhnlich verwandten Einfalls- und Brechungs- aa 
winkel, ky = 22/2, und ky = 2n/Aır sind die charakteristischen 
Konstanten der beiden Medien, und x; x,;; sind mit Ak; ky ’ 
identisch, wenn die einfallenden elektrischen Schwingungen 
senkrecht zur Einfallsebene stattfinden; bei dazu senkrechter ~ 
Polarisation ist x; = 1/k,, = 1/kır. 

Da in den bisherigen Anwendungen der Reflexions- und 
Brechungsformeln der Brechungswinkel # nur im Kosinus und 
Sinus auftritt, braucht man die unendliche Vielwertigkeit von 


1) A. Wiegrefe, Diss.: Über einige mehrwertige Lösungen der 
Wellengleichung Au + k*u = 0 und ihre Anwendungen in der Beugungs- 
theorie, Göttingen 1912. III. Teil: Reflexion und Brechung auf Rie- 
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Di 
sin 
Er nur hinsichtlich zweier Werte +, da sich sing Be 
aus « als 
kp 
= + 1-77 c0s’« 
II = 
berechnet. Dementsprechend wurde die zweiblättrige Rie- 
mannsche Fläche fir R und G samt der Wertverteilung der 
B+ib über der «Ebene konstruiert, die Werteverteilun 
de N: 
Bia 
2 U A 
% - 
ts Fig. 1. 4 
a hinsichtlich der Kurven 'B = konst. und 4 = konst.!) Es er- 
gaben sich für die beiden Fälle der Reflexion am dichteren 
Mittel A, < ky und am dünneren Mittel 4; > kz folgende Ab- 8 
__ bildungen, wobei nur das eine Blatt der Riemannschen Fläche 8 
gezeichnet ist (Figg. 1 u. 2). I 


In bezug auf die Verteilung der beiden Werte von sin? 
und damit von auf die beiden Blätter der Riemannschen | 
Fläche hatte ich behauptet!), daß der eine Wert + sin # ledig- 
lich auf das eine, — sin lediglich auf das andere Blatt der 
Riemannschen Fläche beschränkt sei, mit Ausnahme natür- ] 
lich der Verzweigungsschnitte, die ja den Übergang vermitteln. 
Als Beweis fir diese Zuordnung der Vorzeichen wurde der 
aus dem Brechungsgesetz zu gewinnende Satz angeführt'), daß | 
En stets sowohl Real- wie Imaginärteil von sin # entweder beide 
entsprechende Vorzeichen vom Real- bzw. Imaginärteil von | 


1) A. Wiegrefe, Dis. p.88 
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sina besitzen, oder beide das bezüglich entgegengesetzte. Diesen 
Beweis bedarf einer Ergänzung. 

Zerlegt man cosa = cos(A+ia)undcos@ß=eos(B+ib)) 
in Realteil und Imaginärteil, so erhält man aus k,cos« Er 
= kırcos 8 zwei Brechungsgesetze: 
k cos A (e* = kır CO8 B(e + 
2. ky sin A(e* — e-*) = hz, sin B(e’ — e-®). 

Nach dem ersten Brechungsgesetz — das für reelle @ und B 
in oe gewöhnliche Brechungsgesetz übergeht — hat cos A 


Fig. 2. 


di 


stets dasselbe Vorzeichen wie cos B, da e*+ e-* und ® +e-? 
stets positiv sind. Nach dem zweiten Brechungsgesetz sind zu- ‘ 


nächst zwei Fälle möglich: 
1. sin 4=0 und sin B=>0. 
Dann haben a und 5 gleiches Vorzeichen. he halle: 


2. sin 4=0 und sn B=0. 


Damit erhalten a und 5 entgegengesetzte Vorzeichen. $= 

Diese Zusammenstellungen der Vorzeichen von a und 3, 
sin 4 und sin B lassen sich aber nur aufrechterhalten, solange 
keine der genannten Größen gleich Null ist. Ist a = 0 oder 
sin A = 0, so können die Vorzeichen von sin A oder a und der 
einen nach dem zweiten Brechungsgesetz eventuell von Null 
verschiedenen Größe sin B oder 5 ganz beliebig gewählt werden; 
entsprechendes gilt, wenn etwa a und sin A gleich Null sind. 
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Re (sin «) = sin A, 


Sind alle vier Größen sin A, sin B, a und 5 von Null ver. 
schieden und haben Real- und Imaginärteil von sina irgend. 
welche Vorzeichen, so folgt aus der Form der Realteile von 
sing und sin: 


ea ze-a . eb +e-b 
Re (sin = s 


und aus deren Imaginärteilen: 


Im (sin &) = cos A Im (sin = cos B® 5 


im eben aufgestellten ersten Falle der Vorzeichenzuordnung, 
daß Realteil und Imaginärteil von sin ß beide das entsprechende 
Vorzeichen haben wie Realteil bzw. Imaginärteil von sin«. Im 
2. Falle tritt dagegen für Real- wie Imaginärteil von sin f ge- 
rade das entgegengesetzte Vorzeichen auf. Damit ist der in 
meiner Dissertation ohne Beweis mitgeteilte Satz gewonnen. 
Nach dem oben Gesagten fragt es sich aber noch, ob die 
Fälle, in denen sin A oder a = 0 sind oder gar beide, in denen 
also entweder der Realteil von sin« oder dessen Imaginärteil 
gleich Null ist — oder beide — ob diese Fälle wirklich die in der 
Dissertation auf dem eben bewiesenen Satz begründeten Schlüsse 
über die Zuordnung bestimmter Vorzeichen von sin $ auf die 
zwei Blätter der Riemannschen Fläche für R und @ zulassen. 
Ist nun Re (sin «) = 0, Im (sin a) + 0, so ist entweder auch 
Re(sin #)= 0 oder Im(sinf)=0. Beidemal handelt es sich 
um Punkte über den Geraden sin A = 0, im letzteren Falle, 
der nur für A, < kz eintreten kann, speziell um Punkte auf 
den vertikal liegenden Verzweigungsschnitten. Ist zweitens 
Im (sin «) = 0, Re(sin «) + 0, so ist entweder Im (sin #) = 0 und 
die entsprechenden Punkte der Riemannschen Fläche liegen 
auf den Geraden 4 = + 2/2, + 32/2...; B= + 2/2, +82/2.., 
oder es ist Re(sin#)=0 und es handelt sich um alle Punkte 
auf der reellen &-Achse und speziell im Falle A, > k;, auch 
um die Punkte auf den horizontalen Verzweigungsschnitten. 
Sind schließlich sowohl Re(sin «)= 0 und Im (sin «) = 0, 
so kommen einzelne Punkte auf den eben genannten Geraden 
in Frage. Gleiches gilt in allen behandelten Fällen, wenn 
man Re(sin #) = 0 und Im (sin = 0 annimmt, und zwar tritt 
8 = 0 nur in den Verzweigungspunkten cosa = kır/kr auf. 
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Ein Wechsel in der Zuordnung der Vorzeichen der Reale Be 
und Imaginärteile von sinf zu einem bestimmten Blatte der 
Riemannschen Fläche könnte sich also nur beim Durchgang 
durch die Geraden a=0, 4=0, +2, +2n,...undA= 
+2/2, +3n/2... einstellen. Daß ein solcher aber nicht ent- _ 
steht, läßt sich folgendermaßen mit Hilfe unseres Satzes über 
die Vorzeichen bei von Null verschiedenen Real- und Imaginär- : 
teilen von sing und sinf beweisen. ; 
Passieren wir eine der ausgezeichneten Geraden, so kénnen 
wir stets die Vorzeichen von Re(sin«) und Im(sin«) vor und 
nach dem Durchgang angeben, auch wenn Re(sin«) und Im(sin «) e 
beide gleich Null werden. Da aber außer in den Verzweigungs- 
punkten cos«& = k;;/k; stets entweder Re(sin @) oder Im (sin ß) i 
von Null verschieden ist, geht jedesmal beim Passieren einer 
der obigen Geraden (mit Ausschluß der Verzweigungpunkte) ent- 
weder Re(sin #) oder Im (sin#)ohne Vorzeichenwechsel stetigdurch 
diese Gerade. Wir kennen also zu beiden Seiten jeder solchen __ 


Geraden die Vorzeichen von je dreien der vier vorkommenden 
Real- und Imaginärteile und können daher das Vorzeichen des — 
vierten Teils zu beiden Seiten der Geraden eindeutig für ein 
bestimmtes Blatt der Riemannschen Fläche festlegen, indem 
wir unseren im voraus bewiesenen Satz anwenden. Führt man 
das für alle in Frage kommenden Geraden und Verzweigungs- 
schnitte durch, so stehen die für ein bestimmtes Blatt solcher- 
weise erhaltenen Vorzeichen von Real- und Imaginärteil von 
sin 8 stets in Übereinstimmung mit der gewählten Zuordnung 
von + 3 auf das eine obere Blatt — das in beiden Figg.1 u. 2 
gezeichnet ist —, von — £ auf das untere Blatt der Rie- 
mannschen Fläche. An diesem Ergebnis ändert natürlich 
auch das Nullwerden von Re(sin und Im (sin #) in den Ver- 
zweigungspunkten aus Stetigkeitsgründen nichts. 
Zum Schluß noch ein paar Worte über die physikalische — 
Seite der Zweiwertigkeit von R und G.!) Die physikalische = wakes 
Erscheinung liefert nur eine reflektierte und eine gebrochene — 
Welle, fiir sie scheint also die Zweiwertigkeit nicht weiter in 
Frage zu kommen. Nun miissen wir aber, um stets endliche 
Funktionen für das reflektierte und gebrochene Licht zu haben, = 


ave 


1) Vgl. auch A. Wiegrefe, Diss. p. 86. 
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bei gewöhnlicher Spiegelung und Brechung — besonders auch 
wegen des Übergangs zu kr = ky; — den positiven Wert von 


kr? 
sinf = + |/1— cos?« 
kır 


benutzen, bei Totalreflexion dagegen den negativen. Diese alt. 
bekannte Tatsache läßt die Zweiwertigkeit von A und G in 
einem ganz verständigen Licht erscheinen. Auf andere Über- 


legungen, die in ähnlicher Weise eine Zweiwertigkeit von R 
und @ verlangen, hoffe ich demnächst hinweisen zu können. 


Zusammenfassung: Es wird der Beweis geführt, daß die 
Zweiwertigkeit der Fresnelschen Reflexionsformeln im Verein 
mit dem Brechungsgesetz gestattet, auch für komplexe Ein- 
falls- und Brechungswinkel die Verteilung der Werte des 
Brechungswinkels auf die beiden Blätter der entsprechenden 
Riemannschen Fläche ganz ähnlich wie im Reellen vor- 
zunehmen, indem man zwischen positivem und negativem 
Brechungswinkel unterscheidet. Zum Schluß wird noch auf den 
Zusammenhang dieser Zweiwertigkeit mit der physikalischen 

Erscheinung hingewiesen. 


Bückeburg, den 26. Februar 1914. 
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6. Messung von Wellenlängennormalen im inter- 7 Eds 
nationalen System für den roten Spektralbereich; — 
von H. Werner. : 
(Auszug aus einer Tiibinger Dissertation.) 


In der letzten Zeit sind auf Anregung der Internationalen 
Union fiir Sonnenforschung im Jahre 1905 zu Oxford von ver- 
schiedenen Seiten genaue Wellenlängen gemessen worden. Es 
sind dies besonders die Messungen von Fabry-Buisson, Evers- 
heim und Pfund, welche dazu dienten, ein Wellenlängennormal- 
system aufzustellen. Ihre Resultate wurden dem IV. Intern. 
Sonnenforschungskongreß zu Pasadena im Jahre 1910 vorgelegt. _ 
Auf Vorschlag des Wellenlängenkomitees (Prof. Ames, Fabry 
und Kayser) wurde beschlossen, die arithmetischen Mittel aus = 2 
den angeführten Messungen zu bilden und die dann erhaltenen ~~ 
Werte als wahre Werte der Normalen II. Ordnung anzu- ~~ 
nehmen. Die Resultate wurden im Astrophys. Journ. 32. p.215. — 

1910 mit einer Ergänzung in derselben Zeitschrift 33. p. 85. : ; 
1911 veröffentlicht und ebenso in Kaysers Handbuch der | 
Spektroskopie, Bd. VI. Die Tabelle reicht bis 6494. Prof. 
Paschen regte deshalb an, auch für den weiteren Teil des 

roten Spektralgebiets eine größere Anzahl von Wellenlängen- 
normalen zu messen. Nach Abschluß meiner Arbeit, für welche 
ich die Linien des Bariumspektrums benutzt habe, veröffent- Bi 
lichte K. Burns in C. R. 156. p. 1611. 1913 die Ergebnisse — = 
seiner Messungen für den weiteren Teil des roten Fe-Spektrums. _ a 
Trotzdem halte ich es für angebracht, auch meine Ergebnisse _ 
der weiteren Öffentlichkeit zu übergeben. 2 

Die Anordnung ist aus der beigegebenen Fig. 1 zu ent- 
nehmen; zum Verständnis diene das Folgende. Durch die plan- 
parallele Luftschicht von der Dicke e, hergestellt durch zwei 
halbdurchsichtig versilberte Glasplatten des Hilgerschen Eta- __ 
lons Z, wird schwach konvergentes Licht geleitet. Es nt- 
stehen dann Kurven gleicher Neigung, die als a 2 

Annalen der Physik, IV. Folge. 44. 19 
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Ringe um den Fußpunkt der Einfallsnormalen sich anordnen 
(Haidingersche Ringe). Die Ringdurchmesser hängen von 
der Wellenlänge ab; der größeren Wellenlänge entspricht bei 
gleicher Lage der Ringe der größere Durchmesser. Jeder Ring 
ist gekennzeichnet durch eine Ordnungszahl, das ist die Zahl, 
welche die doppelte Dicke der Luftschicht in kamen: 


Filter Spaltweite-2 mm 


der betreffenden Linie ausdrückt. Das ganze Ringsystem wird 
mit Hilfe des Planspiegels P und Hohlspiegels H auf den 
Spalt S eines Spektrographen abgebildet, wobei der Spalt § 
im Brennpunkt des Hohlspiegels H sich befindet. Der Spek- 
trograph, bestehend aus H, und Gitter @, hat den Zweck, das 
Licht der zu untersuchenden Lichtquelle, welches durch das 
Etalon geführt wurde, in ein Spektrum zu zerlegen. Jede Linie 
dieses Spektrums zeigt dann das zu ihr gehörige Ringsystem, 
wie wenn das Etalon nur von dieser einzigen Lichtart be- 
leuchtet wäre. — Diese Anordnung hat gegenüber derjenigen von 
 Fabry-Buisson und Eversheim einige Vorteile. Durch An- 
_ wendung des Planspiegels P und Hohlspiegels H mit beinahe 
normaler Inzidenz des Lichtes auf H werden die Farbenfehler der 
_ Linsen vermieden. Bei dem benutzten Spektrographen besteht 


astigmatischen Spaltbildern. Es kann auf einer Aufnahme ein 
Gebiet von 10 cm links und rechts von der Normalen photo- 
_ graphiert werden mit genügender Schärfe ohne die geringste 
Verzerrung. — Bei dieser Anordnung genügen zwei Wellenlängen 
a 4 und A mit ihren Ordnungszahlen n und n’, ihren Ringdurch- 

messern D und D’ der Gleichung: i 
er D* wo R die Brennweite 
8R? 8 R®| des Hohlspiegels Hist. 
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Korrektionen. 

a) Da Hohlspiegel H, und Gitter @ nicht dieselben Brenn- 
weiten haben, so sind die Linien auf der Platte keine iden- 
tischen Bilder des Spaltes. Die ganze Spektralanordnung hat 
eine Verkleinerung oder Vergrößerung der Ringdurchmesser 
verursacht. Diesen Vergrößerungsfaktor kann man leicht ex- 
perimentell bestimmen. Man spannt auf den Spalt Drähte von 
bestimmter gegenseitiger Entfernung und photographiert sie 
mit. Sie erscheinen als helle Linien auf der Platte, wenn bei 
der Aufnahme die glühenden Kohlen ein wenig mit abgebildet 
werden. Aus dem wahren Abstand der Drähte auf dem Spalt 
und ihrem Abstand auf der Platte kann der Vergrößerungs- 
faktor berechnet werden. Bei Feststellung desselben ergab 
sich mit ziemlicher Genauigkeit derselbe Wert für alle Linien, 
er kann deshalb als konstanter Faktor für eine Aufnahme eine = 
geführt werden; die Gleichung (1) gebt übern 
worin D und D’ die Durchmesser der Ringe auf der Platte 
Distanz der Drähte auf dem Spalt Kodestnt. 
Distanz der Drähte auf der Platte 

b) Einfluß der Temperaturänderung während einer Aufnahme. — 
Der Ringdurchmesser ändert sich mit einer Änderung der Dicke 
der Luftschicht, die durch die Temperatur verursacht werden 
kann. Um die Fehlerquelle möglichst klein zu machen, wurde 
zur Herstellung der Luftschicht ein Ring aus geschmolzenem 
Quarz, dessen Ausdehnungskoeffizient äußerst gering ist 
(0,0000005), verwendet. Eine Temperaturänderung im Etalon — 
um 1°C. würde bei diesem Ausdehnungskoeffizienten eine Än- 
derung des Ringdurchmessers hervorrufen, die mit dm Kom- __ 
parator nicht zu messen wäre. Die experimentelle Untersuchung 
hat dieses Resultat bestätigt. — Eine Temperaturänderung im 
Gitterraume und damit eine Änderung der Gitterkonstanten ist 
ebenfalls nicht zu berücksichtigen, weil der Ringdurchmesser 
von der Auflösungskraft des Spektralapparates unabhängig ist. 


sind-und v= 


ce) Korrektion der Phasenänderung. 
Bestimmt man für einige genau bekannte Wellenlängen ~ 
ihre Ordnungszahlen, so sollten sich für dieselben ganze Zahlen — F 
ergeben. In Wirklichkeit weichen aber alle erhaltenen Werte _ 
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7 um einen kleinen Betrag von ganzen Zahlen ab. Diese Ab- 
a weichung schreibt man der Phasenverschiebung bei Reflexion 
von Lichtstrahlen an Metalloberflächen zu. Man kann dies so 
auffassen, als ob nicht die Metalloberfläche die reflektierende 
Schicht bilde, sondern eine etwas tiefer liegende. Die Dicke 
der Luftschicht ist nicht gegeben durch die geometrische Be- 
grenzungsfläche der Metalloberfläche. Dieser Umstand wäre 
a. an und fiir sich belanglos, wenn alle Strahlen gleich tief ein- 
my RS dringen würden. Genauere Untersuchungen von Fabry- 
 Buisson'), Eversheim?), Pfund’), Lord Rayleigh‘) haben 
ergeben, daß die Verschiebung variabel durch das ganze Spek- 
. Re trum ist und sowohl von der Stärke der Versilberung wie von 
der Art derselben abhängt. 

Die Korrektion, die wegen der Phasenverschiebung an 
der Ordnungszahl angebracht werden muß, kann mit einem 
einzigen Etalon bestimmt werden für einen Teil des Spektrums, 
in dem verschiedene genau bekannte Wellenlängen vorhanden 
sind. Ich machte dies für die Linien von 5000—6500 A-E. 


Die durch © dargestellten Werte werden erhalten, wenn die Evers- 
heimschen Messungen nicht beriicksichtigt werden. 


mit den Eisenlinien. Die erhaltenen Werte sind in vor- 
"stehender Kurve eingetragen und ergeben eine graphische Dar- 

stellung der Abhängigkeit der Phasenänderung von der Wellen- 
: länge. Dabei ist für die Vergleichslinie 6494,993, auf welche 


1) Ch.Fabry u. H.Buisson, Astrophys. Journ. 28. p.169—196. 1908. 
2) P. Eversheim, Ann. d. Phys., 30. p. 815—839. 1909; 36. p. 1071 
Er bi 1076. 1911. 

3) H. A. Pfund, Astrophys. Journ. 28. p. 197— 211. 1908. 

4) Lord Rayleigh, Phil. Mag. XI, 6. Ser., p. 685— 703. 1906. 
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meine ganzen Messungen bezogen sind, der Betrag des Phasen- 
sprungs &= 0 gesetzt. 

Bei der Aufstellung der Kurve wurden verschiedene Wellen- 
längen benutzt, die aber ziemlich von der Kurve abweichende 
Werte lieferten. Es sind dies die in der Figur mit + be- 
zeichneten. Beim Vergleichen der einzelnen Resultate von 
Fabry-Buisson, Eversheim und Pfund zeigten sich bei 
diesen Linien größere Differenzen bei den verschiedenen Mes- 
sungen. Ich berücksichtigte sie deshalb nicht, sondern be- 
stimmte mit Hilfe der aus den anderen Eisenlinien gegebenen 
Kurve ihre Wellenlänge. Die erhaltenen Werte, welche später Be 
in der Tabelle angeführt sind, schließen sich gut an die Fi 
Messungen von Fabry-Buisson und Pfund an. Die Resul- + 
tate von Eversheim hätten meiner Ansicht nach bei der 
Festlegung der endgültigen Werte für die Normalen II. Ord- 
nung nicht so stark berücksichtigt werden sollen, wenigstens 
für diese Linien. 

Für Wellenlängen oberhalb 6494 versagt diese Methode 
zur Bestimmung des Phasensprungs; man ist hier gezwungen, 
mit zwei Etalons zu arbeiten. Die Phasenverschiebung hängt 
einzig und allein von der Versilberung, nicht aber von der 
Dicke der Luftschicht ab. Es sei z. B. zwischen A und 7’ 
eine Verschiebung vorhanden, so, daß A’ weniger tief eindringt. 
Einer kleineren Luftschicht entspricht ein kleinerer Ringdurch- 
messer und diesem eine kleinere Ordnungszahl, also ist in 
diesem Fall von der Ordnungszahl n’ ein kleiner Betrag « 
abzuziehen, damit jede Linie auf die zu ihr gehörigen Luft- 
schichtdicke reduziert ist. Es gilt sodann die Gleichung 


ny + e= Ny + C(D?— 
(3); und für ein zweites Etalon für dieselben Linien 
| my + — Dy?) 


woraus sich & eliminiert und 2’ bestimmt zu: 
(4) mil + mu [1 + C(Dy? — 
N — My 
Nach dieser Gleichung wurden eine gréBere Anzahl eee i 
berechnet, alsdann mit den gefundenen Werten ebenfalls eine 
Kurve für die Phasenänderung wie beim Eisenspektrum be- 
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rechnet und konstruiert mit Hilfe einer der Gleichungen (3). Deı 
Verlauf der Phasensprungkurve ist aus nachstehender Fig. 3 
u zu ersehen. Es ist aber hierin zu beachten, daß für die Barium- 
linie 6341 (Vergleichslinie) = 0 gesetzt wurde. 
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Fig. 3. x bedeutet Bariumlinien. + bedeutet Eisenlinien. 


at In der folgenden Tabelle gebe ich eine Zusammenstellung 


der gefundenen Werte: 
A. Eisenlinien (Bogen in Luft bei 220 Volt und 5 Amp.) 


A= 5232,9591-A. 2 = 5615,659 
5484,531 „, 6230,732 „ 
5455,616 „, | 
B. Bariumlinien (Bariumchlorid im Vakuum-Kohlebogen bei | 
220 Volt und 5 Amp.). | 
Intensität i | ‚Intensität i 
9 | 5971,709 L-A. 6865,7021-A. 
9 5997,098_., 7059,957 ,„ (Umkehrg) 
9 6063,125 ,, | 5 7195,246 „ 
10 6110,794 ., (Umkehrg)| 3 7228,813 N 
20 6141,728 „, | 7 7280,313 „, 8 
s 6341,698 „, 5 7392,423 h 
9 6450,863 3 71417,550 „ 
10 6482,920 „, | 8 7459,688 
15 6496,918 | 5 7488,093 ., 
9 6498,769 „ (Umkehrg) 2 7642,818 „ 
10 6527,34 „ | 5 71672,104 „ 
9 6595,941 ,, 4 7780,497 „ 6 
9 6675,286 ,, | 3 1905,770 „ g 
6771,783 „ 
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Die Bariumlinien sind im Vakuumbogen äußerst scharfgegen- 
über im Luftbogen. Hierin zeigen ein Teil der Bariumlinien 
überhaupt keine Interferenzerscheinung, während bei den andern 
dieselbe sehr oft zeitweilig verschwindet. 


Die beigeschriebene Intensität ist durch Schätzung erhalten; 
sie hängt natürlich von der Empfindlichkeit der Platte ab. 


Auffallend ist im Vakuum das stärkere Hervortreten der Linien 
6595, 6675, 6693, andererseits die schwache Intensität von den 
Linien 7195, 7228 und besonders 7089, welche Kayser mit 
Intensität „9“. bezeichnet, bei mir aber kaum zu sehen ist. 
Die gefundenen Werte stimmen mit denjenigen in der 
Kayserschen Tabelle ziemlich überein; größere Abweichungen 


lieferten: 
6771,82 7120,24 7392,45 7459,75 
6771,78, 7120,34, 7392,42, 1459,68, 1642,81, 


Die große Abweichung bei 7120 von !/,, Ä.-E. rührt viel- 
leicht von einem Druckfehler bei Kayser her. 


Die Genauigkeit hängt von der Genauigkeit der Bezugs- 
linie ab Fe 6494,993 I-A. Ist das Tausendstel Ä.-E. dieser 
Linie genau, so hat die zweite Bezugslinie Ba 6341,698 einen 
Maximalfehler von !/,.0 A-E. Die endgültigen Werte der 
Bariumlinien werden in wenigen Fällen mit einem Fehler be- 
haftet sein, der 0,002 Ä.-E. übersteigt. 

Nutting!) hat die Bariumlinien auf ihre Struktur unter- 
sucht; er fand die Linien 6141 und 6496 als Linien mit Kom- 
ponenten. Ich konnte diese Linien immer nur als einfache 
Linien photographieren und okular betrachten. Bei starkem 
Strom zeigen allerdings verschiedene Linien ein doppeltes Ring- 
system. Dieselbe Erscheinung konnte auch erreicht werden 
bei schwachem Strom und hoher Dampfdichte. Bei stärkerem 
Auspumpen der Lampe ging das Doppelringsystem wieder in 
ein einfaches über. Die Schwärzungen, die sich alle ziemlich ge- 
nau in der Mitte der hellen Ringe zeigen, haben ihre Ursache 
in der Umkehrung der Linien. Wenn die Linien 6496 und 
6141 Satelliten besäßen, so könnten dieselben nur von sehr 
geringer Intensität sein. Selbst okular wurde aber bei diesen 


1) P.G. Nutting, Line structure. Astrophys. Journ. 23. p. 71. 1906. 
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Linien nie eine Unsymmetrie der hellen Ringe beobachtet, 
Eine Unsymmetrie ist nur bei den Linien 7195 und 7392 zu 
bemerken und es ist sicher, daß diese Linien einen oder 
mehrere Satelliten mit sich führen. Weiteres darüber aus 
Be zusagen oder gar ihre Wellenlänge festzustellen, war mir nicht 
möglich. 
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1. Über das Verhalten strömender Luft in nicht- 


Röhren; 
von K. W. Fritz Kohlrausch. 


Einleitung. 


Poiseuille hat im Jahre 1846 nachgewiesen, daß in 
Kapillarröhren strömende Flüssigkeiten dem nach ihm be- 
nannten Gesetze gehorchen, wonach die im Querschnitt ver- 
änderliche Strömungsgeschwindigkeit in einer Entfernung r von 
der Achse gegeben ist durch 


darin bedeutet p/i das Druckgefälle längs der Achse, 7 den 
Reibungskoeffizienten, a den Rohrradius und c die mittlere 
Geschwindigkeit, definiert durch ta*c = ®. Durch Integration 
über den Querschnitt ergibt sich die Fördermenge 
np at 

Diese Beziehung ist für inkompressible Flüssigkeiten aus 
den Bewegungsgleichungen einer zähen Flüssigkeit ohne weiteres 
abzuleiten, wenn die Reibung an der Rohrwand unendlich 
groß ist, d.h. daselbst kein Gleiten stattfindet. 

Später hat O. Reynolds!) experimentell gezeigt, daß 
obiges Gesetz nur bis zu bestimmten mittleren Geschwindig- 
keiten gilt. Aus Dimensionsüberlegungen —s er fiir diese 

worin o die Dichte und x eine Konstante bezeichnet, die un i 
dem Experiment nahe gleich 1000 ist. Gleichzeitig wies er 
an gefärbten Flüssigkeitsfäden nach, daß von dieser Grenze 


1) O. Reynolds, Phil. Trans. 174. p. 935. 1888. 
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an die bisherige regelmäßige, „laminare“ Strömung ver- 
schwindet und in regellose, „turbulente‘“‘ Bewegung übergeht. 
Während ferner im Poiseuilleschen Teil der Strömung das 
Druckgefälle der mittleren Geschwindigkeit proportional war, 
wird es jetzt eher c? proportional. 

Spätere Beobachtungen bestätigten diese Tatsache im 
wesentlichen und es wurden verschiedene Widerstandsgesetze, 
Formeln für die Abhängigkeit des Flüssigkeitswiderstandes 
im Turbulenzteil vorgeschlagen. 

Darcy!) und J. Morrow?) zeigten auch direkt, daß die 
nunmehr vorhandene Geschwindigkeitsverteilung sich wesent- 
lich von der Poiseuilleschen unterscheidet, indem die Ge- 
schwindigkeit fast im ganzen Querschnitte nahe konstant ist 
und nur am Rande einen scharfen Abfall aufweist. 

Die experimentellen und theoretischen?) Untersuchungen 
über diesen Gegenstand befassen sich vorwiegend mit in- 
kompressiblen Flüssigkeiten. Über das Verhalten der Gase 
liegt nur ein spärliches Beobachtungsmaterial vor. Daß aller- 
dings Poiseuillesche Strömung möglich ist, ist experimentell 
schon lange bekannt aus den Transpirationsversuchen in Kapil- 
laren von Graham, Warburg, v. Obermeyer u.a. m.‘) und 
wurde theoretisch, allerdings unter äußerst beschränkenden 
Annahmen von O. E. Meyer’) abgeleitet. 

Mit den Strömungserscheinungen von Gasen für größere 
Geschwindigkeiten, resp. in weiteren Rohren, wo die Turbulenz 
nach dem Reynoldsschen Kriterium schon bei kleineren Ge- 
schwindigkeiten eintreten sollte, scheint man sich erst in den 
letzten Jahren zu beschäftigen. Hierher gehören die Arbeiten 
an engen Rohren von W. Ruckes®), sowie J. H. Grindley und 
A.H. Gibson.’) Aus ihnen geht hervor, daß auch für Gase 
das Reynoldssche Kriterium gilt und daß auch hier der ,, Wider- 


i) H. Lamb, Lehrbuch der Hydrodynamik, p. 737. Leipzig 1907, 
2) J. Morrow, Proc. Roy. Soc. 76. p. 205. 1905. 
3) Vgl. insbesond. H. A. Lorentz, Abh. über theor. Phys. I. p. 43. 
4) Vgl. die Literatur in Winkelmanns Hdb. d. Phys. 1/2. p. 1339. 
5) 0. E. Meyer, Pogg- Ann. 127. p. 253. 1866. 

6) W. Ruckes, Ann. d. Phys. 25. p. 983. 1908. 

7) J. H. Grindley and A. H. Gibson, Proc. Roy. Soc. 80. 
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stand im Turbulenzteil größer wird, d. h. also, daß vom 
kritischen Punkte an die Fördermenge bei Drucksteigerung 
weniger zunimmt, als bei Poiseuillescher Strömung; Ruckes 
zeigt ferner, daß der Eintritt der Turbulenz verzögert werden 
kann durch Verkürzung der Rohrlänge oder Erweiterung der 
Einströmungsöffnung. 


Mit der Untersuchung an weiteren Röhren haben sich Br 
A. Becker!), S. S. Neru?), J. J. Dowling’), und J. D. Fry he 
und A. M. Tyndall‘) befaßt. Becker mißt die Geschwindig- _ 
keitsverteilung an der Ablenkung kleiner aufgehängter Kugeln, ee 
die in den Luftstrom gebracht werden und fiir die vorerst 
das Widerstandsgesetz bestimmt worden war. Für kleinere 
Geschwindigkeiten passen sich die Beobachtungen gut der _ i 
Poiseuilleschen Verteilung an. Für größere einer kubischen ee 
Parabel. J. J. Dowling beobachtet nach einer Ionisations- —. 
methode; an der Unstetigkeit der Ionisationskurven wird die 
Unstetigkeit in der Strémung erkannt. Er findet so zwei 
kritische Punkte, von denen der eine dem Reynoldschen 
Kriterium entspricht. J. D. Fry und A. M. Tyndall messen ris a 
analog wie dies im II. Teil der vorliegenden Arbeit bee = 
schrieben ist, die Geschwindigkeitsverteilung mit einer Druck- 
sonde. Zweck ihrer Untersuchung war die Bestimmung der 7 
Konstanten dieser Sonde. Ihre Resultate werden später benutzt. = 

Eine systematische Untersuchung der en 
scheint nur in der Arbeit von S. S. Neru vorzuliegen, die ’ 
mir aber leider im Original nicht zugänglich war. Er gibt Br 
an, daß nur bis zu Röhren von 0,5 cm Radius eine dem Be 
Reynoldsschen Kriterium folgende kritische Geschwindigkeit * 
existiert. Das Poiseuillesche Gesetz gelte nur für Röhren 
bis 0,2 cm Radius. Bei weiteren Röhren scheine der kri ya 
tische Punkt immer mehr und mehr nach kleineren Geschwindig- 
keiten zu rücken und so die Laminarströmung zu unter- | 
drücken. Mit dieser Arbeit stehen die Resultate vorliegender 
Untersuchung in argem Widerspruch. 


1) A. Becker, Ann. d. Phys. 24. p. 823. 1907. sas 
2) 8. S. Neru, Beibl. 36. p. 1183. 

3) J. J. Dowling, Roy. Dublin Soc. p. 375. 1912. 

4) A. M. Tyndall and J. D. Fry, Phil. Mag. 21. p. 348. 1911. 


4 
Pr. 
Br 
5 Ar 


Damit ist, meines Wissens, das ganze, weite Réhren und 
Luft betreffende Beobachtungsmaterial erschépft. Als ich 
daher für Untersuchungen, wo mit ionisierter, in Röhren strö- 
mender Luft gearbeitet wurde, die Kenntnis der Strömungs- 
gesetze benötigte, konnte ich in der mir zugänglichen Lite- 
ratur keine genügende Auskunft erhalten. Ich habe daher 
versucht, mir durch eigene Beobachtung Aufklärung zu ver- 
schaffen und gebe in dieser Arbeit die Resultate meiner Unter- 
suchung, die über die ursprünglich gedachten Grenzen hinaus- 
gewachsen ist. 

Die Arbeit zerfällt in zwei Teile, von denen der erste 
den Zusammenhang zwischen Druck und gefördertem Luft- 
= der zweite die Geschwindigkeitsverteilung behandelt. 


Beobachtet wurde an fünf ein weiten Messing- 
rohren, bezeichnet mit I bis V, alle 240 cm lang. An jedem 
Rohr waren seitlich, in den resp. Entfernungen /, bis /; vom 
Ende, fünf Rohre an der inneren Lichte 0,8 cm angelötet; die 
Rohrweiten (Durchmesser = 2a) und die Größen von J,, J, usf. 
waren: 

Il a=1,49 ,, Ansatzstellen an 
Il = 1,29 ,, jedem der Rohre 
IV a=0,%6 ,, I bis V. 


Durch diese Rohre wurde Luft bekannter F ördermenge 
hindurchgeblasen, und der Zusammenhang zwischen Druck 
und Fördermenge für alle Rohre und alle Ansätze bestimmt. 
Man erhält so für jede Rohrweite die Druckfördermengekurve 
bei den fünf verschiedenen Entfernungen /, bis 4 vom Ende 
des Rohres. Daraus kann man z. B. durch Interpolation das 
Druckgefälle längs der Rohrachse für bestimmte Fördermengen 
erhalten. 

Das nötige Luftquantum wurde geliefert durch eine von 


der Wiener Harmoniumfabrik Th. Kotykievicz gebautes Ge-. 


bläse mit Motorantrieb, mit drei im Dreitakt arbeitenden 
Schöpfbälgen und einem großen Magazinbalg, durch dessen 
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Belastung der Druck im Gebläse variiert werden konnte. 
Man konnte so für meine Versuchsanordnung durch Steige- 
rung des Druckes im Magazinbalg auf etwa 20 cm Wasser bis 
zu 4 Sekundenliter erhalten. Vom Gebläse gelangte die Luft 
über einen Quetschhahn $ (Fig. 1) mit großem Schraubenkopf 
zur Gasuhr G, von dort durch einen Glasrohrstutzen F (a =2 cm, 
Lange 10 cm) zu den unmittelbar daran angesetzten Beob- 
achtungsrohren. Im Glasrohre waren zwei feinmaschige Draht- 
netze angebracht, die eine etwa von den früheren Leitungen 


zum 
Gebläse 


Fig. 1. 


stammende bevorzugte Strömungsrichtung vernichten sollten. 

Die vom Wiener Eichamte und von der liefernden Firma 
gegebenen Eichungen der Gasuhr habe ich mit Hilfe eines 
genauen Anemometers kontrolliert; die Übereinstimmung war 
eine sehr gute. Die Gasuhr gab bis zu etwa 1 Sek.-Liter 
verlaBliche Daten; darüber hinaus wurde bei quantitativen 
Versuchen die Fördermenge nicht gesteigert. Einer ganzen 
Umdrehung des großen Zeigers am Gasmesser entsprach ein 
gefördertes Luftquantum von 6 Litern. 

Der an einen der Ansätze /, bis /, angeschaltete Druck- 
messer (die nicht benutzten Ansätze wurden geschlossen) war 
eine Töplersche Drucklibelle!) geeigneter Empfindlichkeit. 
Auf dem mit drei Stellschrauben versehenen massiven Grund- 
brett 4 kann mit Hilfe der Schraube C das Libellenbrett B 
um die in Spitzen gelagerte Achse D gedreht werden. Da- 
durch verschiebt sich der in dem schwach geknickten Libellen- 


1) A. Töpler, Ann. d. Phys. 34. p. 760. 1888 u. 56. p. 611. 1895; 
F. Henning, Ann. d. Phys. 50. p. 485. 1893. * duhins 
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rohr Z befindliche Flüssigkeitsfaden, bzw. es kann ein bereits 
vorhandener Ausschlag damit kompensiert werden; der Aus- 
schlag selbst war an einem passend montierten Längen- 
komparator meßbar. Das Libellenrohr steht links über einen 
Dreiweghahn H in Verbindung mit einem der Schlauchansätze, 
und ist rechts offen. Je nach der Hahnstellung ist die Libelle 
beiderseits offen (Nullpunkt) oder einseitig mit dem Rohrinnern 
verbunden; man mißt dann den an der betreffenden Stelle 
herrschenden Überdruck. 

Ist s das spezifische Gewicht der Libellenflüssigkeit, so 
qem 


entspricht einem Uberdruck von 1 eine Flüssigkeitshöhe 


0,1.981-smm. 
Ist die Ganghöhe der Mikrometerschraube gleich y mm, 
der wirksame Hebelarm DC=A mm, die Länge des F lüssig- 
keitsfadens gleich Z mm, so entspricht einer ganzen Um- - 
drehung der Hubschraube C eine Differenz der Flüssigkeits- 
kuppen (Flüssigkeitshöhe) 


Y = mm oder ein Druck von y + -0,1-981-s ae 

Wird daher ein durch einen einseitigen Uberdruck hervor- 
gerufener Libellenausschlag durch Heben der Libelle kompen- 
siert, so gibt obige Beziehung den zu messenden Druck. Da 
aber dieses Kompensationsverfahren wegen der mühsamen 
Einstellung zeitraubend ist, wurde mittels des Komparators die 
„horizontale‘“ Verschiebung gemessen, und die Komparator- 
angaben mittels des Kompensationsverfahrens ein für allemal 
genau geeicht. 

Als Libellenflüssigkeit wurde Petroleum benutzt; es war: 
s= 0,815; y = 0,907 mm; 4=520 mm; Z im Mittel = 188 mm. 

Infolge langsamer Verdunstung änderte sich Z; die kleine 
Korrektion wurde stets bestimmt und in Rechnung gezogen. — 
Bei der von mir benutzten Libelle entsprach einer ganzen Um- 


drehung der Komparatorschraube ein Überdruck von 5,55 au 


gerechnet für Z=188 mm; da der Schraubenkopf in 100 Teile 
geteilt war, konnte auf 1 Proz. dieses Druckes gemessen werden.’) 


1) Die Zahlenrechnungen wurden fast durchwegs mit dem Rechen- 
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Rohr I. r = 1,79. 


b) Resultate. 


l, l, | l, 
® ® p | ® Pp ® p ® p 
198 1,88 | 856 2,54 | 385 1,69 | 448 1,18 | 625 
373 385 | 571 45 718 3,76 | 810 2,24 | 1150 
548 6,23 | 820 7,13 | 1010 6,4 | 1060 3,95 | 1750 
142 9,03 | 990 9,03 | 1160 9,0 | 1270 6,8 
918 11,85 | 1110 11,8 | 1260 11,8 | 1460 8,5 
1090 16,00 | 1270 16,7 | 1410 14,8 | 1800 12,4 
230 20,07 | 1416 20,7 | 1560 17,5 Free 
1340 25,9 | 1520 23,3 | 1750 21,6 PR 
1490 29,7 | 1680 28,0 zus, 
1620 36,5 

Rohr II. r = 1,49. 

l, | l, | 
® p @ p | @ p | @ a @ 
54 0,82 750 21,3 | 1590 65,0 | 1700 49,0 | 
96 1,47 842 25,7 | 1740 74,6 | 1550 42,5 
177 31 967 35,2 1470 55,2 | 1400 34,0 | 
248 5,08 1070 48,5 | 1860 47,2 | 1250 28,6 | 
290 6,02 1140 49,0 | 1010 26,2 | 1140 22,8 
372 8,00 | 1230 56,5 987 21,5 | 1010 18,2 
450 10,25 1340 66,2 808 16,1 892 12,9 | 
520 12,4 1480 80,7 628 10,7 608 6,9 | 
590 14,7 1650 92,5 48 7,0 | 3890 41 
640 16,6 1700 104 | 287 36 | 262 23 
10 19,4 | 1750 118 
780 23,0 ls | 
850 26,4 ly | 162 1,6 | 256 1,8 
903 30,5 210 3,1 366 3,8 | 660 3,9 
958 35,3 46 7,5 608 7,3 | 868 6,5 
1000 38,3 642 11,4 885 10,8 | 988 9,8 
1080 44,8 772 15,0 942 15,0 | 1210 14,4 “+ 
1170 52,5 866 18,4 | 1040 19,0 | 1850 17,8 | 1520 3,60 
1060 43,5 1010 25,2 | 1140 24,7 | 1585 228 | 680 0,77 
883 29,5 1060 29,0 | 1260 28,7 | 1700 27,4 | 800 089 
198 3,75 | 1170 35,5 | 1340 33,4 | 1688 242 | 968 1,71 | 
390 8,15 | 1280 42,0 | 1490 39,0 | 1380 18,7 | 1088 1,96 
520 11,9 | 1390 47,5 | 1650 46,5 | 1230 14,8 | 1280 2,56 
640 16,0 | 1450 55,6 | 1750 52,8 | 1005 10,4 | 1480 8,42 


"ed 
| 
| 
ba 
= 
| 
vet, 
MAL, 
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PS x 
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Rohr Il. a = 1,29 em. 


8,24 | 1150 93,5 | 1850 96,5 | 150 2,3 390 3,8 
6,65 1210 101 1440 107 423 7,5 705 7,5 


9,90 |— — 878 97 706 14,4 766 11,7 
13,9 ls 464 12,5 778 21,1 932 17,7 
18,2 151 8,7 550 15,1 874 29,5 | 1175 27,9 
22,5 263 6,7 658 19,1 | 1000 36,5 | 1290 33,4 
26,7 402 10,4 708 22,7 1075 48,0 1430 41,2 
31,0 510 14,0 760 28,7 | 1170 50,0 | 1590 49,0 
85,9 592 16,7 810 84,8 | 1255 57,5 4938 4,9 
39,0 690 22,1 580 16,1 | 1363 663 | 728 7,8 
42,3 128 25,7 612 17,5 | 1450 76,0 — 
47,3 | 178 30,2 | 648 18,8 | 1560 87,0 ls 

52,2 821 36,0 | 670 19,8 | 304 4,9 736 0,7 
60,3 | 900 43,8 | 688 20,7 | 602 11,0 | 925 1,6 


73,0 1090 65,8 | 721 23,0 

80,0 1205 78,2 742 24,4 | i ig 2 

84,0 | 1260 84,8 
Rohr IV. 


65,6 1005 55,7 | 710 = 730 15,9 | 1540 2,76 


372 82,0 112 8,8 
387 88,1 490 65,3 | 67 5,4 


2.208 

286 

ies 155 

810 

852 

911 

946 (i 
1005 I 

f 

I 

I; l, l; A l, 

es. 17 62 | 58 119 | 29 87 | 548 81,2 | 436 418 a 

Se © 92 19,0 85 12,1 629 107 |—— — | 

| 75 21,0 112 23,2 114 16,2 569 88,0 ls 

101 27,0 184 27,5 148 21,0 548 81,6 237 80 

a ae 127 34,8 157 32,0 182 25,6 | 520 11,6 460 8,2 

ay a 144 89,3 | 177 36,1 214 30,6 502 67,5 580 14,2 Ä 

248 36,2 | 476 56,8 694 18,4 

203 54,9 | 213 44,7 297 43,5 450 45,6 192 22,8 | 

‘ne 222 60,0 | 243 50,9 329 48,0 424 38,8 125 15 
$46 700 | 265 56,0 365 53,2 383 31,4 322 3,9 

Bei. oy 272 78,0 285 62,0 383 57,2 315 25,8 395 5,4 
895 | 802 64,9 425 69,1 | 276 22,2 oa | 
851 105 | 322 68,0 458 92,8 | 217 171 

BT 94,1 | 848 76,5 |—————_| 158 125 
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Rohr V. a = 0,88 em. 


29,3 100,5 | 21,6 61,0 | 23,0 42,5 | 23,2 25,7 | 830 114,0 


21,0 88 | 27,6 81,0 | 27,0 53,0 | 286 388 | 587 25 
205 72 | 82,5 99,0 | 29,7 57,2 | 350 41,6 | - - 
17,5 62 |—-————| 338 66,0 | 41,5 49,5 | ls 

11,8 48 | ls | 36,1 72,3 | 47,0 56.8 143 3,0 
38 34,6 | 103 188 | 406 82,0 | 54,0 62,2 | 37,5 9,0 


| TL 18,9 | 45,2 98,7 | 60,6 790 | 51,0 12,8 

ly 4,7 85 | 51,0 108 | 64,8 88,0 | 61,6 15,4 
134 38,5 | 11,0 21,6 \_—__—--——__| 71,0 95,5 | 71,0 17,6 
9,0 24,8 | 142 26,5 l, | 16,8 106,0 | 80,5 20,7 


2,5 7,9 16,3 31,2 8,7 8,7 78,8 108,0 | 
17,0 48,5 | 21,0 39,0 | 15,0 16,2 


In den aufgeführten Tabellen ist der zu jeder Fördermenge ® 
(in cem/sec) zugehörige Druck p (in Dyn/qem) angegeben. Der 
Druck im Gasometer betrug nie über 10 cm Wasser, ist also 
für diese und die folgenden Betrachtungen gegen den äußeren 
Luftdruck (etwa 745 mm Hg) zu vernachlässigen. 

In den Figg. 2 bis 6 sind die MeBresultate graphisch 
aufgetragen: als Abszissen die Überdrucke in Dyn, als Ordi- 
naten die Fördermenge in ccm/sec. Die Maßstäbe sind ent- 
sprechend variiert. Die Kurven bestehen aus zwei fast gerad- 
linigen Teilen, die relativ scharf ineinander übergehen. Bei 
Rohr IV ist der zweite Teil nur für /, und /, ausgebildet, für 
l, angedeutet; bei Rohr V wird der Knickpunkt überhaupt 
nicht erreicht. Die mit R. K. bezeichneten horizontalen Ge- 
raden sind die nach dem Reynoldsschen Gesetz berechneten 
kritischen Fördermengen, wobei für 7 und g eingesetzt wurde: 
„= 1,85-10-4; o = 1,16. 107°, Über die gestrichelt gezeich- 
neten Kurven in Figg. 2 u. 3 vergleiche den zweiten Teil dieser 
Arbeit. 

Trägt man den Druck, dem die gleichen Fördermengen ent- 
sprechen, als Funktion der Rohrlänge /,, J, usf. auf, so erhält 
man ihn als angenähert lineare Funktion der Länge. Die vor- 
handenen Abweichungen dürften durch Unebenheiten an den 
Ansatzstellen im Rohrinnern, wie sie durch das Bohren und 
Ausfeilen der Löcher entstehen, zu erklären sein. : 
Annalen der Physik. IV. Folge. 44. 
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K. W. F. Kohlrausch. de ee 
Es hat ferner den Anschein, als ob bereits der erste 


_ Kurventeil schwach geknickt wäre (vgl. besonders Figg. 5 u. 6) 
Ob dies reell ist oder durch die Meßanordnung vorgetäuscht 


90 T T 


& 


| 
| 
++ Pr a 
10H — 
Rohr V.r: 0.38 
0 10 n | 40 50 60 70 80 90 100 110 
Fig. 6 


nn i wird, müßten systematische Versuche entscheiden. Im allge- 
meinen läßt sich dieser erste Kurventeil mit genügender An- 
 näherung durch das Poiseuillesche Gesetz 
71) na Pat # 
3 ly 


darstellen.') 
Für den zweiten Kurventeil wurde unter der Annahme, 


i pees sollten, dieser Mittelwert fiir die Rohre I bis IV ge 
rechnet (vgl. Tab. 2). Diese Werte als Funktion der zugehöri- 
gen Rohrradien aufgetragen (Fig. 7) ergeben eine durch den 
Nullpunkt gehende deren Neigung sich zu 


PIE 1) Anmerk. bei d. Korr. Hr. kand. phil. Schmidt setzt a Be- 


AR Por. obachtungen im hiesigen Laboratorium mit der gleichen Anordnung fort 
5 und wird insbesondere den P oiseuilleschen Stromteil genauer untersuchen. 
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Setzt man diese Konstante, analog den Reynoldsschen 
Dimensionsbetrachtungen in Beziehung zum Reibungskoeffi- 
zienten 7 und zur Dichte o, so müssen diese zwei Größen 
in der 1., resp. — 1. Potenz eingesetzt „, 


werden: eas | 
T 
_ _ 399 gem-sec-!. so % 
a @ / 
$ 400 
Dann ergibt sich, wenn wieder | 
7= 1,85,10-4 und o = 1,16,10-% (ent- 
sprechend einem mittleren Barometer- ~~ Pi 
stand von 745 mm und der Tempe- ' u 
ratur 16° C.) 004 08 
k, = 780. Fig. 7. 


Daß ferner auch die Neigung der Turbulenzgeraden einem 
einfachen Gesetz gehorcht, zeigt Tab. 2, in der für die ein- 
zelnen Geraden der Schnittpunkt ®, sowie die Neigung 
(® — ®,)/p angegeben ist und gezeigt wird, daß der Ausdruck 
® — ,)(l/p a‘) konstant bleibt. 


Tabelle 2. 
Rohr I Robr II 
gi 
1, \875| 26,1 | 582 |530| 12,2 | 521 [460 7,5 | 568 
1675| 35,8 | 558 |600| 15,8 | 512 |510| 8,9 | 512 
1100| 48,7 | 520 |605| 22,6 | 506 |584! 12,5 | 499 
1, \100| 88,8 | 528 |5s5| 42,5 518 [540 22,1 | 481 
i | | 
9, \687 | 580 508 | | 


Als Mittel erhält man (® — ®,)(l/p a*) = 534 cm gr”! sec; 
die Dimension entspricht einem reziproken Reibungskoeffizienten; 
schreibt man daher, wie im Poiseuilleschen Gesetz 


k 
7 , so wird 


k, = 0,0316 oder nahe 


Ca 
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Man kann also, wenigstens innerhalb des hier unter- 
suchten Bereiches der Größen a, J und c die Fördermenge 
oberhalb der Reynoldsschen Grenze für Gase darstellen durch wo 


ana 
+h, 
worin für 4, = 780 und für , = = zu setzen ist. Dabei 
in wurde experimentell nur die Beziehung zu Druckgefälle und suc 

Radius bestimmt. Die angesetzte Abhängigkeit von Dichte 

- und Reibungskonstante müßte erst, z. B. durch Variation der 
Temperatur, verifiziert werden. 

: Erwahnt sei hier, daB die Kurven nicht immer den rein- Au 
lichen scharfen Übergang vom ersten zum zweiten Kurventeil zu 
zeigen. Es kann vorkommen, daß der Knick erst viel später, die 
als er nach Reynolds zu erwarten wäre, auftritt. Jede in abe 
_ dem Luftstrom hervorgerufene Störung, z. B. durch seitliche sch 
 Einschieben eines dünnen Stäbchens, bewirkt dann ein Um- tro 
schlagen in den Turbulenzzustand, was sich in einer ausgiebigen ges 
 Druckvergrößerung äußert. Nach Entfernen der Störung die 
_ restituiert sich die frühere Druckeinstellung. Im Poiseuille- sel 

schen oder im ausgesprochenen Turbulenzteil bleibt das Ein- sta 
schieben eines solchen Stäbchens ohne Wirkung, so daß man tur 
eine derartige Manipulation geradezu als Kriterium für die suc 
Labilität der Strömung benutzen kann. Die Knickpunktsver- die 
zögerung wird weitgehend durch die vorgeschalteten Netze str 
beeinflußt. Es hat den Anschein, als ob besonders in den lös 
weiteren Röhren der schärfe Übergang nur durch das etwas 
stoßweise Arbeiten des Gebläses bewirkt würde und die Rey- 
noldssche Grenze weit überschritten werden kann, wenn durch 
 vorgeschaltete Netze der Luftstrom möglichst beruhigt und wie 
gleichmäßig gemacht wird. Auch die Rauhigkeit der Wände in 
scheint hierbei mitzuspielen, da z. B. in einem Glasrohr Di 
KEN: a= 1,5 cm) mit angeschmolzenen Ansatzstellen diese Ver- „pi 
a X zögerung immer auftrat und die Kurven stark deformierte. Du 
Andeutungen eines solchen Verhaltens finden sich übrigens vor 
R auch in den hier mitgeteilten Kurven. Ro 
rok Der Schnittpunkt der Turbulenzgeraden ® = ®, + (N/4)p du 
= F mit der Poiseuilleschen Geraden ® = Np gibt die i ser 
we 


_ Fördermenge 


De 


Das Verhalten strömender Luft in nicht-kapillaren Röhren. ; $11 


woraus die kritische Geschwindigkeit sich ergibt zu 2 
oa 


Die Reynoldssche Konstante wäre also für diese Ver- 
suche gleich 1040 zu setzen. 


II. Geschwindigkeitsverteilung. 


Ich habe mich weiter bemüht, durch direkte Messungen 
Aufschluß über die Geschwindigkeitsverteilung im Turbulenzteil = 
zu erhalten. Ich möchte hier gleich vorausschicken, daB ch 
die mitgeteilten Resultate für qualitativ richtig halte, daß sie er ar 
aber in quantitativer Hinsicht noch nicht ganz einwandfreier- = 
scheinen und verbesserungsbediirftig sind. Wenn ich daher 
trotzdem Zahlen angebe und daraus Folgerungen ziehe, so 
geschieht dies mit aller Reserve. Ich teile die Ergebnisse 
dieses II. Teiles der Untersuchung nur deshalb mit, weil ich 
selbst wegen Zeitmangels mich nicht weiter mit diesem Gegen- 
stande beschäftigen kann, aber aus den bisherigen Beobach- 
tungen den Eindruck gewonnen habe, als ob mit dieser Ver- 
suchsanordnung bei systematischem Vorgehen vielleicht doch 
die Frage nach dem Wesen der sogenannten Turbulenz- ~ 
strémung, wenigstens experimentell und für Gase reinlich ge- 
löst werden könnte. 


a) Versuchsanordnung. 


Die Apparatur blieb bei diesen Versuchen die gleiche 
wie früher, nur daß der Druck statt am Rande der Rohre 
in deren Innern mit einer Drucksonde abgenommen wurde 
Die Sonde — die Engländer nennen eine solche Vorrichtung 
„pitot“ — bestand aus einem Glasrohr von 6 mm äußerem 
Durchmesser, das an dem einen Ende konisch zu einer Öffnung 
von etwa l qmm ausgezogen war. Sie wurde am Ende der 
Rohre I oder II 30 cm weit ins Innere eingeführt und konnte 
durch einen Schlitten (Fig. 8) parallel zu sich selbst, also 
senkrecht zur Rohrachse um meßbare Wegstücke verschoben 
werden. Um das Federn des Glasrohres zu vermindern, ruhte ‘ 
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es knapp vor dem Rohrende auf einem wagerecht gehaltenen G 
dünnen Glasrohre auf. Die Drucksonde war mit der Töp- d 


lerschen Libelle verbunden. 


u 
Mars: zur Drucklibelle di 
= 
D 
5, Eine solche parallel zur Stromrichtung liegende Sonde a 
mißt die Summe aus dem an der Stelle der Sondenöffnung ’ 
a 


 herrschenden Überdruck p und einer der kinetischen Energie 
proportionalen Größe Cov?/2. Für C findet Morrow (1c) 
den Wert 1,05; Fry und Tyndall (1. c.) geben 1,002 an und 
 gitieren aus mir nicht zugänglichen Arbeiten: Stanton: 
- @=1,03 und Threlfall: C = 0,974. Da durch eigene Ver- - 
suche zur Bestimmung von C keine Entscheidung erzielt wurde, 

habe ich C = 1 gesetzt. Bezeichnet demnach P den an | 
: der Sonde, p den etwa an einer Seitenöffnung (/ = 30 cm) | 

gemessenen Druck, so ist demnach die Geschwindigkeit v ge- 
geben durch 


| Aus den von den früheren Messungen bekannten ®-- 

Kurven für 2=60 und /= 10 cm wurde unter der Annahme 

linearen Druckgefälles die ®&-p-Kurve für / = 30 cm inter 

poliert, da sich eine gleichzeitige Bestimmung von P und p 


sonde und Ansatzstück als untunlich erwies; in den Figg. 2 
und 3 sind diese Werte gestrichelt gezeichnet. Bei den Ge- 
schwindigkeitsmessungen wurde der einer Fördermenge ® ent- 
sprechende Druck P an der Sonde gemessen; der zu ® ge 
hörige Druck p konnte aus der gestrichelten Kurve entnommen 
werden. Aus dem bekannten Barometerstand und der im 
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a Gasometer gemessenen Temperatur wurde nach der in Lan- 
Ps dolt-Börnstein!) enthaltenen Tabelle zur Reduktion eines 
feucht gemessenen Gasvolumens auf Trockenheit, null Grade 
und 760 mm Hg die Dichte o berechnet, wobei o, = 1,29 - 103 
gesetzt wurde. Für höhere Geschwindigkeiten war wegen des 
Stoßens im Gebläse die Messung schwierig und nicht allzu. 
genau. 


Im folgenden gebe ich zwei Messungsreihen, von 7 
die erste sich auf Rohr I, die zweite auf Rohr II bezieht. 
Der Vorgang bei beiden Beobachtungsreihen war nicht ganz 
der gleiche. Bei der ersten wurde für bestimmte Querschnitts- 
le stellen der Zusammenhang ®...P bestimmt; bei der zweiten 
wurde die Fördermenge konstant gehalten und der Querschnitt 
abgesucht, also 7...P bestimmt. 


r=+14 |r=+13 |r=+12 | r=+1,1 r=0,9 r=+0,7 
2) 1,15 |g= g=1,15 |e= 115 


e- 229 0,43 | 304 0,56, 356 1,10| 275 0,56| 272 1,15| 268 1,38 
346 0,71 | 418 1,05) 446 1,65 390 1,75) 340 2,00) 378 2,70 
550 1,41| 528 1,65 588 2,02) 581 2,98| 432 2,86| 483 4,12 | 
602 1,70 | 565 1,80| 561 2,52 620 4,32| 514 3,85 608 6,23 _ 
741 2,68 | 662 2,59| 642 3,08, 720 5,10| 546 4,08) 
815 3,08 | 710 3,02| 766 4,68 802 6,78| 684 5,86 
881 3,57 | 752 8,57) 800 5,11, 842 7,81| 766 8,10 
p- 552 4,00 | 888 4,19! 859 5,91; 900 8,31| 850 9,86 
ne 991 4,45 | 885 4,61| 948 7,21) 990 10,48, 970 13,40 | 1065 17,70 
r- 1060 5,05 | 942 5,17| 1010 8,52) 1115 12,57/ 1100 15,95 | 1205 21,37 


? 1180 5,80 | 1020 6,02 1080 9,18 1300 17,22/ 1185 18,48 | 1280 23,66 = 
k. 1160 5,87 1145 7,87 |1140 10,46 | 1340 18,08 | 1255 20,40 1820 
9 1215 6,61 1280 9,81| 1150 10,34 | 1420 19,55 | 1440 24,10 1460 27 2 
1350 8,2 |1875 11,68/1240 1200/1460 21,88; 
1460 10,46 | 1440 12,85 | 1315 
t» 1485 12,52 | 1485 14,95 | 1420 16,84 | 
e- | 11806 18,86 | 
m 


1) Landolt- Börnstein, Phys.-chem. Tabellen .35ff. 1912. 


) 
: 


tus 


Einige, der in Tab. 3 enthaltenen Zahlenreihen sind in 
Fig. 9 graphisch aufgetragen, als Abszisse der Druck p, als 
Ordinate die zugehörige Geschwindigkeit » an der betreffenden 


Tabelle 3. (Fortsetzung.) 
oe P|® P|® r|o P|@ 
r=-05 |r=—0,3 |r=-0,1 =-01 |r=-08 | r=-05 
e= Li5|e= 1,15!e= 1,15) 1,15 
285 2,3 | 256 1,76 252 1,76| 196 1,05| 282 2,80! 271 1,63 
351 3,12 | 328 2,48 350 2,63| 883 2,47| 340 2,98) 379 2,98 
388 3,56 | 427 8,62 415 3,23| 487 4,57| 382 4,28) 548 5,58 
445 4,07| 523 5,88, 514 5,83| 598 5,75) 582 5,65| 651 7,17 
518 5,58 | 635 7,11, 559 6,68| 678 7,86| 671 8,08| 748 9,42 
550 5,81 | 720 9,60 | 708 9,00! 751 9,53| 756 10,19| 882 11,29 
608 7,33 | 775 10,95 | 779 10,90 | 867 12,03) 812 11,33 | 928 13,41 
688 9,06 | 840 13,46 | 878 13,50 | 952 14,80) 900 13,35 | 1030 15,42 
836 12,52 | 951 14,94 | 980 16,12 | 1155 17,60 | 990 15,91 | 970 15,82 
845 12,81 | 990 16,70 | 1085 20,62 | 1240 22,20 | 1115 19,22 | 1165 19,52 
958 15,48 | 1090 19,11 | 1135 10,62 | 1350 25,56 | 1220 21,48 | 1330 23,60 
1060 18,28 | 1270 23,91 | 1215 22,88 | 1440 27,78 | 1380 25,68 | 1410 25,93 
1190 22,00 | 1880 26,47 | 1370 26,62 | 1470 27,41 
1320 24,82 | 1460 28,13 | 1460 29,20 
1415 28,24 | | 
r=0,9 r=+0,7  r=-02 r=-13 r=-1,4 
o=115 |ge= 1,15 g= 1,15) 1,15 o= 1,15 
| 810 1,58| 321 1,98| 300 0,72| 287 0,48| 488 1,31 
500 4,28 442 2,62) 455 2,20| 452 1,54| 660 3,08 
632 6,68 540 3,90, 588 3,51) 520 2,02| 710 3,50 
688 7,65| 629 4,51) 698 5,11) 630 3,12) 855 4,58 
771 9,00) 775 6,83 786 6,12| 741 4,46) 910 4,83 
858 10,68) 829 7,42) 870 7,82) 815 5,27 1010 5,96 
985 12,67 980 10,02 1030 9,42) 912 6,18|1160 8,18 
1120 15,49 | 1080 11,83 | 1180 12,88 | 955 6,90 | 1410 11,50 
1285 20,31 | 1190 14,52 | 1320 16,13 | 1070 8,25 1540 13,61 
1380 22,38 | 1420 19,83 | 1420 17,65 | 1170 10,30 
|1470 24,23 | 1480 21,25 1520 22,68 | 1360 12,88 


= 
Zen: 
£ 
; 
7 
4 
je Bezeichnung + r ist willkürlich.) 
uerschnittsstelle. (Die 
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Tabelle 4. 


r | P 
” +1,1 | 1,24 | 2,14 | 3,38 | 5,82] 4,68 | 19,9 | 27,5 | 85,6 | 89,1 | 48,5 
+1,0 | 1,60 | 2,76 | 4,80 | 6,77, 7,68| 22,8 | 80,5 | 38,8 | 42,4 | 50,1 
“ +0,8 | 2,18 | 4,18 | 7,20 | 8,97/13,0 | 24,5 | 82,8 | 42,6 | 46,0 | 55,0 
0 +0,6 | 2,88 | 4,97 | 8,11 | 10,00/ 20,9 | 26,6 | 34,4 | 45,0 | 48,0 | 56,2 
i +0,4 | 2,66 | 5,82 | 8,11 | 10,85/ 21,6 | 27,1 | 36,8 | 46,8 | 50,0 | 60,0 
1 +02 | 2,93 | 5,82 | 8,30 11,45 21,6 | 27,3 | 37,5 | 47,8 | 51,7 | 61,7 
6 | 2,75 | 5,21 | 7,90 12,00 20,0 | 27,6 | 37,5 | 49,0 | 51,7 | 62,5 
— 0,2 | 2,87 | 5,82 | 7,72 | 12,10/19,4 | 27,1 | 37,0 | 48,1 | 50,8 | 60,8 
it — 0,4 | 2,75 | 5,17 | 7,36 |12,45 18,3 | 27,4 | 36,2 | 47,0 | 49,0 | 59,5 
i — 0,6 | 2,48 | 4,80 | 6,60 | 12,20) 16,8 | 25,8 | 85,1 | 45,9 | 47,0 | 56,0 
“ - 0,8 | 2,00 | 4,06 | 5,93 | 10,40| 14,1 | 24,6 | 38,4 | 44,8 | 45,0 | 54,0 
ei - 1,0 | 1,42 | 3,06 | 8,95 | 6,98 10,6 | | 21,4 | 80,1 | 40,1 | 40,5 | 49,8 
0 —1,1 | 1,21 | 1,78 | 3,46 | 5,45| 8,05| 17,0 | 25,7 | 85,8 | 37,1 | 48,6 
e ® | 221 | 368 | 478 | 602 | 718 | 990 | 1180 | 1880 | 1480 | 1595 
e 119 | 1,18 | 1,18 | 1,18 | 1,18 | 1,19 | 1,18 | 1,18 | 1,17 | 1,17 
5 180 
6 80 Pin 
3 60) piste 
20 
pin 
0 1 2 3 4 
‘a Fig. 9 
Die zu Rohr II gehörigen Daten der Tab. 4 sind in 
| Fig. 10 wiedergegeben; als Abszisse die Geschwindigkeit, als 
© Ordinate die Querschnittsstelle. Außerdem- sind die für die 
: einzelnen Kurven geltenden mittleren Geschwindigkeiten aus 


der gegebenen Fördermenge gerechnet und in die Figur ein- 


- 


Aus Fig.9 ist ersichtlich, daB auch hier wieder Abweichungen 
im Poiseuilleschen Teil stattfinden, die Kurven gehen nicht 
durch den Nullpunkt. Der Vergleich mit den Geschwindig- 
keitsverteilungskurven der Fig. 10 legt die Vermutung nahe, 
daß hierfür vielleicht teilweise eine von der Drucksonde 
resp. ihrer Montage herrührende Störung verantwortlich zu 
machen ist. Diese Störung müßte dann für kleine Ge- 
schwindigkeiten merkbarer sein, als für große. Wenn man 
an den Mechanismus der Laminar- bzw. Turbulenzströmung 
denkt, scheint dies nicht unwahrscheinlich. Abgesehen aber 
von diesen Unsymmetrien liegt noch eine zweite Abweichung 
vor, die bereits von Fry und Tyndall (l. c.) bemerkt wurde 


-10 | | 3 
-05 Br 
t” ef Ay Ri 
rind Sek. 
0 20 40 60 80 100 120 140, 160 180 200 220 240 260, 280 300 
Poiseuillescher Teil Turbulenzteil 
Fig. 10. 


und darin besteht, daß die Drucksonde die Werte in der Rohr- 
mitte (bei Laminarströmung) zu klein gibt, die Spitze der 
Poiseuilleschen Parabel also verflacht. Ich kann aus meinen 
Versuchen nicht entscheiden, ob dies von der Sonde vor- 
getäuscht wird, oder ein reeller Effekt ist. 

Die Geschwindigkeitskurven (Fig. 9) gehen dann alle gleich- 
zeitig bei einem bestimmten Druck in einen geraden flacheren Teil 
über. Die Messungen am Rande der Röhre (z. B. in Fig. 9 
für r = 1,4 und r = 1,8) halte ich für gestört. Der Übergang 
in die zweite Gerade erfolgt bei manchen der Kurven unregel- 
mäßig, entsprechend der auf p. 310 gemachten Bemerkung, bei 
anderen wieder in ganz scharfem Eck. Da nun an der Ver- 
suchsanordnung gar nichts geändert wurde und doch an den 
verschiedenen Tagen der Messungen derartige Unterschiede er- 
"halten wurden, ist dies ein Zeichen dafür, wie labil in diesem 
na aa Strömung ist. Unmerkliche äußere Einflüsse 


A 3 


Wi 
a 
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scheinen das Kurvenbild ändern zu können. Dieses Übergangs- 
stadium kommt in der fünften Kurve der Fig. 10 gut zum 
Ausdruck; bei dieser kritischen Geschwindigkeit bewirkt die 
Störung durch die Sonde samt zugehörigem Aufbau eine voll- 
kommene Verzerrung der Geschwindigkeitsverteilung, die im 
stabileren Turbulenzzustand sofort verschwindet. 

Im nicht laminaren Teil sind die Geschwindigkeitskurven 
lauter parallele Gerade, wie auch, abgesehen von den Rand- 
werten aus den gezeichneten Beispielen in Fig. 9 zu entnehmen 
ist. Ist demnach die Neigung (v —v,)/p hier von r unabhängig 
und steht, wie zu erwarten, die Geschwindigkeit auch jetzt in 
Beziehung zum Druckgefälle und zum Reibungskoeffizienten, 
so ist den Dimensionen nach nur der Ansatz möglich 
Ka! 

In Tab. 5 sind die den einzelnen Beobachtungsreihen der 
Tabb. 3 u, 4 entsprechenden extrapolierten Werte für »,, 
ferner die Neigung (v — v,)/p und endlich der später zu be- 
sprechende Ausdruck A gebildet. 


Tabelle 5. 
Rohr I | Rohr II 


jel | |» 
14/56 8 13,5 63,5 70 |1,1) 66 14,7 | 91) 12,7 | 18,5) 103,3 
1,8! 58| 14,8 | 75| 18,8 | 66,5 59,3]1,0| 98 13,0 |106| 12,4 | 102 105 
1,2) 64 20,5 | 75 18,0 69,5 52,8]0,8/116) 12,7 |113| 18,0 114,5 89 
1,1/ 90 15,5 | 88| 18,8 89 56,5/0,6/126, 12,6 1125| 12,7 125,5 82 
0,9 116 15,2 18,1 115,5 57,1]0,4/180) 12,9 1380| 12,7 180, 76 
0,7 |118 21,0 1118| 17,8 118 52,0|0,21185| 12,5 ‚1283| 14,0 129 | 71,8 
0,5 1124 19,8 1125, 16,8 124,5 50,3| 6 130 14,0 | 130 | 70,8 
0,3 128 17,8 |130, 16,0 129 49,0 
0,1 130 18,0 |126 18,0 | 128 47,4 | | | 


A 


r | % | 


|< 
| 


Als mittlere Neigung erhält man, wenn bei Rohr I die 
gestörten Randmessungen (= + 1,4, r=+1,3) nicht ein- 


bezieht: 
= tons und daraus 
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Das Gesetz, dem die v,-Werte gehorchen, wird unter der 
Voraussetzung, daß im laminaren Teil die Poiseuillesche 

 Geschwindigkeitsverteilung herrscht, die bei der kritischen mitt- 

 leren Geschwindigkeit 


oa 


in die Turbulenzbewegung iibergeht, abgeleitet. Die Ge- 
schwindigkeitsverteilung im kritischen Moment ist dann ge- 
geben durch rab are 
v= (a? — r*). ta 
Da von da ab die Geschwindigkeitskurven ineinander 
parallele Gerade übergehen, ist v, gegeben durch: 
R,a? , ,_ 4K,a? 


—— = 1 VU; 


0 ne 


~ 


u worin p’ den kritischen Druck bedeutet, der gegeben ist durch 


pa ee ; durch Einsetzen der Werte für v’ und c’ erhält man 
8 K, 7+ 1040 
Cu Dieser konstante Wert 4 sollte für Rohr I A = 57,9, 


für Rohr II 4=100 sein. Der Mittelwert aus den in Tab. 5 
gebildeten Daten für A ist dagegen 52,2 resp. 85,4. Nicht 
nur die Übereinstimmung der Absolutwerte, als auch die ge- 
_ forderte Konstanz von A ist, insbesondere bei Rohr II schlecht. 
\ Nach meiner Ansicht ist hieran nicht die Ungültigkeit des 
ee Poiseuilleschen Gesetzes bzw. des Wertes 

für den kritischen Punkt schuld, als vielmehr die MeBmethode. 
Ai wird die Sonde selbst eine Störung hervorrufen in 

; 8 diesen immer noch engen Rohren und diese Störung mit- 
messen, andererseits war bei meiner primitiven Anordnung 
eine genaue Zentrierung der Sonde nicht gut möglich. 
= Denselben Ursachen dürfte es zuzuschreiben sein, daß der 
Versuch, die Drucksondenkonstante C zu bestimmen, miBlang. 
4 Trägt man nämlich eine experimentell ermittelte Geschwindig- 
_ keitsverteilung (z. B. die Beobachtungen aus Tab. 4) als Funktion 
# von r? in einem Koordinatensystem auf und planimetriert die 
~ erhaltene Kurve, so erhält man 2@/z. Aus der gleichzeitig 
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gemessenen Fördermenge wäre die in v erhaltene Konstante C 
berechenbar. Diese Bestimmung darf natürlich nur im Poi- 
seuilleschen Stromzustand erfolgen, weil nur dort die nicht- 
gemessenen Randwerte bekannt sind. — Ein konstanter Wert 
für C war so nicht zu erbalten. Eine Reihe von anderen, 
hier wegen Raummangel nicht veröffentlichten Beobachtungen, 
gaben C bald gleich, bald größer als 1. In der Rohrmitte gibt 
eine mangelhafte Zentrierung zwar fast nichts aus, desto mehr 
aber ein solcher Fehler in größerem Abstand von der Achse 
wegen des quadratischen Maßstabes. 

Die Geschwindigkeit an irgend einer Stelle im Querschnitt 
läßt sich dann darstellen durch: 

oa 


Die Integration 22 f ‘ordr gibt die früher gefundene 


Gleichung der Fördermenge bei turbulenter Strömung, wenn 
K,=4,, was in der Tat innerhalb der Fehlergrenzen sich 
bestätigte. 


Zusammenfassung. 


Bei der Untersuchung der Strömungserscheinungen von 
Laboratoriumsluft in 240 cm langen Röhren, deren Radius von 
0,38 bis 1,79 cm variierte, wurde bei mittleren Geschwindig- 
keiten von # bis 200 cm/sec foigendes Strömungsbild gefunden. 

Steigert man die mittlere Geschwindigkeit c, so befolgt die 
Geschwindigkeitsverteilung im Querschnitt für kleine Werte von c 
nahe das Poiseuillesche Gesetz. Erreicht die mittlere Geschwin- 
digkeit den kritischen Wert c’, der nach Osborne | Reynolds ge- 


worin für Luft nach vorliegender Untersuchung x = 1040 zu 
setzen ist, so ändert sich die in diesem Moment vorhandene 
Poiseuillesche Verteilung nicht mehr. Während bis jetzt der 
Geschwindigkeitszuwachs bei Drucksteigerung -im Querschnitte 
varüerte, ist er von nun an von r unabhängig. Bei dieser soge- 
nannten turbulenten Strömung bedarf es zu einer bestimmten 


Steigerung der Fördermenge höherer Drucksteigerungen, als bei 
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_ laminarer Strömung; der Widerstand im Turbulenzteil ist größer, 
wurde aber, wenigstens innerhalb der Grenzen dieser Untersuchung 

konstant und unabhägig von der mittleren Geschwindigkeit ge- 
Funden. 
In Formeln ausgedrückt, ergab sich: = = 8 
Für laminare Strömung (c < 


die Fördermenge ® nahe = 


Für turbulente Strömung (ce > c’) 
die Fördermenge = , 


9? 


die Geschwindigkeit v = = 


die Geschwindigkeit v nahe = z 
7 


a 


worin k, = 780; k,=—-=K,; x= 1040 


zu setzen ist. 
Mit der Benutzung dieser Zahlenkonstanten und der 
sss zeiehnung ®, für eine nach dem Poiseuilleschen Gesetz 
 strömende Fördermenge, läßt sich die Fördermenge bei turbu- 
lenter Strömung einfacher schreiben durch: 


3 2,’ 1 


a Soll kein Gleiten an der Rohrwand stattfinden, so kann 
die Gleichung für v (bei Turbulenz) nicht über den ganzen 
Querschnitt gelten. Es ist zu erwarten, daB in einer sehr 
schmalen Randzone die Geschwindigkeit rapid bis zum Werte 
Null abnimmt. In diesem Fall muß X, > k, gefunden werden; 
wäre das Verhältnis X,/%, genau bekannt, so ließe sich die 
Dicke dieser, gewissermaßen als Friktionslager dienenden 
Randschichte leicht berechnen. 


Wien, II. Physikal. Institut d. Univ., Februar 1914. 
9 
wa os (Eingegangen 7. Februar 1914.) 
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8. Die Nordstrémsche Gravitationstheorie 
vom Standpunkt des absoluten Diferentialkalküls; 
von A. Einstein und A, D. Fokker. 


Bei allen bisherigen Darstellungen der Nordströmschen 
Theorie der Gravitation!) wurde als invarianten-theoretisches 
Hilfsmittel lediglich die Minkowskische Kovariantentheorie 
benutzt, d. h. es wurde von den Gleichungen der Theorie ledig- _ 
lich verlangt, daß sie linearen orthogonalen Raum-Zeittrans- _ 
formationen gegenüber kovariant sein sollten. Diese den a 
Gleichungen a priori auferlegte Bedingung schränkt aber die 5 See i 
theoretischen Möglichkeiten nicht in dem Maße ein, dab man iw 
ohne Zuhilfenahme spezieller physikalischer Voraussetzungen >= = 
zwanglos zu den Grundgleichungen der Theorie gelangen kann. Er a 
Im folgenden soll dargetan werden, daß man zu einer in for- ios Re 
maler Hinsicht vollkommen und befriedigenden 
Darstellung der Theorie gelangen kann, wenn man, wie dies Er ee 
bei der Einstein-Großmannschen Theorie bereits geschehen E 
ist, das invarianten-theoretische Hilfsmittel benutzt, ee 
uns in dem absoluten Differentialkalkül gegeben ist. Da in 
der Natur Bezugssysteme, auf die wir die Dinge re 
können, sich uns nicht darbieten, beziehen wir die vierdimen- 
sionale Mannigfaltigkeit zunächst auf ganz beliebige Koordi- 
naten (entsprechend den Gaussschen Koordinaten in der Flächen- 
theorie), und beschränken die Wahl des Bezugssystems erst a 
dann, wenn uns das behandelte Problem selbst Veranlassung el 7 
hierzu bietet. 

Es erweist sich hierbei, daß man zur Nordströmschen 
Theorie statt zur Einstein-Großmannschen gelangt, wenn 
man die einzige Annahme macht, es sei eine Wahl bevorzugter 
Bezugssysteme in solcher Weise möglich, daß das Prinzip von — 
der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit gewahrt ist. | 


1) Vgl. G. Nordström, Ann. d. Phys. 42. p. 588. 1918; A. Ein 
stein, Phys. Zeitschr. 14. p. 1251. 1913. is er ee 
Annalen der Physik. IV. Folge. 44. 21 - Su 
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A, Einstein u. A. D. Fokker. 


§ 1. Charakteristik des Gravitationsfeldes. Einfluß des 
Gravitationsfeldes auf physikalische Vorgänge. 
Wir nehmen an’), daß für einen sich in einem Grayi- 


Zu = + tationsfelde bewegenden Punkt ein Bewegungsgesetz gelte, das 


in Hamiltonscher Form lautet: 


ds? = Dg,da.da,. 4 
b uv 


Das Gravitationsfeld wird dann charakterisiert durch die zehn 
Raum-Zeitfunktionen g,,. ds ist eine Invariante bezüglich 
_ beliebiger Substitutionen, welche in der auf dem absoluten 
_Differentialkalkül begründeten allgemeinen Relativitätstheorie 
_ dieselbe Rolle spielt wie das Euklidische Linienelement in 
der Minkowskischen Invariantentheorie. Als der einzige 
_ Skalar, der sich auf zwei benachbarte Raum-Zeitpunkte bezieht, 
hat ds die Bedeutung des „natürlich gemessenen‘ Abstandes 
dieser zwei Raum-Zeitpunkte. 

Da jeder vektoranalytischen Größe, bzw. jeder vektor- 
analytischen Operation in der Euklidischen Mannigfaltigkeit 
eine allgemeinere vektoranalytische Größe bzw. Operation in 
der durch ein beliebiges Linienelement gegebenen Mannigfaltig- 
keit entspricht, lassen sich den Gesetzen der ursprünglichen 
Relativitätstheorie für die physikalischen Erscheinungen ent- 
sprechende Gesetze der verallgemeinerten Relativitätstheorie 
zuordnen. Die so erhaltenen Gesetze, welche allgemein ko- 
variant sind, enthalten den Einfluß des Gravitationsfeldes auf 
die physikalischen Vorgänge. 

Von allen jenen die physikalischen Vorgänge beschreibenden 
Gesetzen geben wir hier nur ein einziges an, von allgemeinster 
Bedeutung: nämlich dasjenige, das dem Erhaltungssatz des 
_ Impulses und der Energie in der ursprünglichen Theorie der 
Relativität entspricht. In jener Theorie wurden die energetischen 
tigenschaften der Vorgänge ausgedrückt durch einen Spannungs- 
Energietensor (7,,. Diesen Größen 7,, entsprechen in der 
verallgemeinerten Theorie Größen T,,, welche die mit Y-9 


t 


1) Vgl. A. Einstein, Entwurf einer verallgemeinerten Relativitäts- 
theorie und einer Theorie der Ge, Zeitschr. f. Math. u. er: 62. 
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Die Nordströmsche Gravitationstheorie usw. 3823 i = 
multiplizierten Komponenten eines gemischten Tensors bilden, 3” ee 
der aus einen symmetrischen kontravarianten Tensor (9, ,) durch 
die gemischte Multiplikation 


1 
g # 


hervorgeht (g bedeutet die Determinante aus den Größen g,,). 

Besteht z. B. das physikalische System in einer bewegten 

kontinuierlichen Massenverteilung von der Ruhedichte o,, so ist 


0,» diy day 
= 09737 ds ds’ 


und die physikalische Bedeutung der T,, ie aus folgender 
Tabelle hervor?): 


Tn Ty Ty -—Yy -% 
Zu Te Tu Tu fx fy fe VE 


X, usw. bezeichnen die Komponenten des Flächendrucks,, 
i, usw. die Komponenten der Impulsdichte, f, usw. die Kom- 
ponenten der Strömungsdichte der Energie, und 7 die Keerge, 
dichte. 

Die erwähnten Erhaltungssätze haben in der een 


Theorie die allgemein-kovariante Form: 


Die rechte Seite dieser Gleichung drückt aus, daß der be- EX a 
trachtete Vorgang für sich allein die Erhaltungssätze nicht Be 
erfüllt, da von dem Gravitationsfeld Impuls und Energie an “8 
das materielle System abgegeben wird. 

Allgemein beziehen sich die Komponenten T,, auf alle 
physikalischen Vorgänge im Raume, mit Ausschluß der das 
Gravitationsfeld selbst betreffenden. 

Wir wissen aus der ursprünglichen Relativitätstheorie, 
daß der Energietensor allein maßgebend ist für die Trägheits- 
eigenschaften eines Systems. Aus der rechten Seite von (3) 
geht hervor, daß auch die Einwirkung eines Gravitationsfeldes 


1) In der Tabelle, so wie sie in der Phys. Zeitschr. XIV, p. 1257 
gegeben wurde, findet sich ein Vorzeichenfehler. A: 
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nur durch die Komponenten des Energietensors bestimmt wird, 
Es entspricht dies durchaus den Erfahrungsgesetzen von der 
Gleichheit der trägen und der schweren Masse. Wir werden 


_ Gravitationsfeldes durch ein materielles System der Energie- 
tensor allein maBgebend ist. 


i § 2. Differentialgleichung fur das Gravitationsfeld im Falle 
Nordströmschen Theorie. 

Das bisher Gesagte gilt ebenso für die Nordströmsche 
wie für die Einstein-Großmannsche Theorie; der Unter- 
schied beider Theorien aber besteht im folgenden: 

Das Gravitationsfeld wird von zehn Größen g,, bestimmt, 
Gemäß der Einstein-Großmannschen Theorie werden für 
diese zehn Größen zehn formal gleichwertige Gleichungen an- 
gegeben. Der Nordströmschen Theorie aber liegt die An- 
nahme zugrunde, daß es möglich sei, durch passende Wahl 
des Bezugssystems dem Prinzip von der Konstanz der Licht- 
geschwindigkeit zu genügen. Wir wollen sogleich zeigen, daß 


oF dies auf die Annahme herauskommt, daß sich die zehn Größen 
En Jur bei passender Wahl des Bezugssystems auf eine einzige 
Größe ®? reduzieren lassen. 

Er Damit nämlich das Prinzip von der Konstanz der Licht- 
é = geschwindigkeit erfüllt sei, muß die für die Lichtausbreitung 


 maßgebende Gleichung 


5 Som übergehen. Daraus folgt, daß bei einer solchen Wahl des 
Ra Bezugssystems sein muß: 
= P’dz?+ D’da,’+ Odz,? — 
wobei jetzt x, = 2,2, =y, x, =z und x, =ct gesetzt ist. 
Das System der g,, degeneriert also in 
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Zur Bestimmung der einen Größe ®®? brauchen wir eine 
einzige Differentialgleichung, die wie die Poissonsche Gleichung 
skalaren Charakter haben wird. Diese Gleichung wollen wir 


nes ebenso wie die früheren in allgemein kovarianter Form auf- 
ie. stellen, d. h. ohne zunächst die durch das Prinzip von der 
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit nahegelegte Spezialisierung 
ille des Bezugssystems auszuführen. Die gesuchte Gleichung ist 
vollständig bestimmt durch die Annahme, daß sie von der 
she zweiten Ordnung ist, wenn man noch beriicksichtigt, daB sie 
er- eine Verallgemeinerung der Poissonschen Gleichung sein muß. 
Offenbar wird sie von der Form sein 
nt, (5) T=x7, 
für wobei J’ ein Skalar ist, der aus den Größen g,, und deren 
mi ersten und zweiten Ableitungen gebildet ist, und T ein Skalar, 
- der durch den materiellen Vorgang, nach dem Gesagten also 
hl durch die T,,, bestimmt ist. x bedeutet eine Konstante. 
it. Aus den Untersuchungen der Mathematiker über die Diffe- 
ab rentialtensoren einer mehrdimensionalen Mannigfaltigkeit geht (ie 
= hervor, daß der einzige Ausdruck, der für Z’in Betracht kommt, a 
eine Funktion ist von = 
ng Dabei bedeutet (ik, 7m) den bekannten Riemann- Christoffel- 


schen Tensor vierten Ranges, der mit dem Krümmungsmaße 
der Flächentheorie zusammenhängt, und durch die Gleichung 


Jim 0° gx: 0° gi: 


+ Bre 


| definiert ist, wobei | bedeutet } + _ 32). 


Ferner ist aus der allgemeinen een klar, 
gehört (bzw. eine 


BS 


daß zu den T,, nur der Skalar 


Funktion dieser Größe). 
Hieraus geht hervor, daß die gesuchte Gleichung die Form 


1 
(5 


325 
der 
len 
je 


A. Einstein u. A. D. Fokker. ah 


erhalten muß. Dabei ist allerdings vorausgesetzt, daß in der 
gesuchten Gleichung die zweiten Ableitungen der g,, und die 
T,, linear eingehen. 

Die Gleichung (da), die wir jetzt aufgestellt haben, und 
die Gleichungen (3) enthalten die Nordströmsche Theorie der 
Gravitation vollständig mit Bezug auf beliebige Raum-Zeit. d 
koordinaten, wenn man die Bedingungen hinzunimmt, welche B 
die g,, erfüllen müssen, damit das Prinzip der Konstanz der di 
Lichtgeschwindigkeit für ein passend gewähltes Bezugssystem 
erfüllt sei. Z 

§ 3. Die Grundgleichungen der Nordströmschen Theorie ’ 

mit Bezug auf die dem Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindig- 
keit angepaßten Bezugssysteme. 
Wir denken uns jetzt diejenigen Bezugssysteme bevorzugt 
in bezug auf welche das Prinzip der Konstanz der Licht- 
geschwindigkeit erfüllt ist. Die Komponenten Jur des Funda- 
- mentaltensors sind dann durch die in (4) geschriebenen Werte 
gegeben. Die zugehörigen g,, findet man in der Tabelle 


Tpit “Ras 0 0 Ate 


In diesem Falle erhält man ds = DY dz,?+ dx,?+ d2x,?— dx. 
Wie schon erwähnt, ist ds der „natürlich gemessene‘ Abstand 
zweier benachbarter Raum-Zeitpunkte. Jetzt kann man die 
Fälle unterscheiden, wo der Verbindungsvektor raumartig oder 
zeitartig ist. Im ersten Falle kann durch passende Wahl des 
Bezugssystems der Vektor zu einem rein räumlichen gemacht 


werden; man erhält dann als Zusammenhang der „natürlich“ 


und der im Koordinatenmaß gemessenen Längen E 
ds = OVdx? + dy? + = 


d.h. ein Maßstab von der natürlichen Länge ds hat ie Ko- 
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Für einen zeitartigen Verbindungsvektor verschwinden bei 
passender Wahl des Bezugssystems die räumlichen Kompo- 
nenten, und man erhält 


oder = = Odx,. 


ds/i ist nichts anderes als die mit einer Uhr von bestimmter 
Beschaffenheit gemessene Zeitdauer. ds/®i ist also die Zeit- 
differenz im Koordinatenmaßstab. 

1/@ ist also der Faktor, mit dem die natürlich gemessenen 
Zeiten und Längen multipliziert werden müssen, um Koordi- 
natenzeiten bzw. Koordinatenlängen zu ergeben. 


Aus der Form des Linienelementes 


folgt, daß die Gleichungen der Nordströmschen Theorie nicht 
nur bezüglich den Lorentz-Transformationen, sondern auch be- 
züglich Ähnlichkeitstransformationen kovariant sind. 

Die Impuls- und Energiegleichungen (3) für die Materie 


nehmen die Form an 
OT Clog ® dir 


Es ist bemerkenswert, daß für den Einfluß des Gravitations- 
feldes auf ein System gemäß dieser Gleichung nur der Skalar 


1/Y-g)>.T.. maßgebend ist. Es ist dies im Einklang mit 


der Erwägung, die wir bei der Ableitung der Gleichung (da) 
gegeben haben. 

Die Differentialgleichung des Gravitationsfeldes (5a) nimmt 
die Form an 


\ 
6b) da, ' da, 


(wobei & eine neue Konstante bedeutet), oder 


Da das Verhältnis der natürlichen und der Koordinatenlängen 
an einem Orte beliebig gewählt werden kann, kann über die 
Wahl der Konstante A noch beliebig verfügt werden. Man 
kann z. B. nach dem Vorgange von Nordström & = 1 setzen. 
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Man siebt, daß die abgeleiteten Gleichungen mit den von 
Nordström gegebenen vollkommen übereinstimmen. 


$ 4. Schlußbemerkungen. 

Im vorstehenden konnte gezeigt werden, daß man bei 
Zugrundelegung des Prinzips von der Konstanz der Licht- 
geschwindigkeit durch rein formale Erwägungen, d. h. ohne 
Zuhilfenahme weiterer physikalischen Hypothesen zur Nord- 
strömschen Theorie gelangen kann. Es scheint uns deshalb, 
daß diese Theorie allen anderen Gravitationstheorien gegen- 
über, die an diesem Prinzip festhalten, den Vorzug verdient, 
Vom physikalischen Standpunkt ist dies um so mehr der Fall, 
als diese Theorie dem Satz von der Äquivalenz der trägen 
und schweren Masse strenge Genüge leistet. 

; va Wir bemerken, daß nur die Verwendung der Invarianten- 
theorie des absoluten Differentialkalküls uns eine klare Ein- 
sicht in den formalen Inhalt der Nordströmschen Theorie 
zu geben vermag. Ferner setzt uns diese Methode in den 
Stand, die Beeinflussung beliebiger physikalischer Vorgänge 
durch das Gravitationsfeld, so wie sie nach der Nordström- 
schen Theorie zu erwarten ist, ohne Hinzuziehung neuer Hypo- 
thesen anzugeben. Auch tritt die Beziehung der Nordström- 
schen Theorie zur Einstein - Großmannschen mit voller 


Endlich legt die Rolle, welche bei der vorliegenden Unter- 
suchung der Riemann - Christoffelsche Differentialtensor 
a 4 spielt, den Gedanken nahe, daß er auch für eine von physi- 
 kalischen Annahmen unabhängige Ableitung der Einstein- 
 Großmannschen Gravitationsgleichungen einen Weg öffnen 
würde. Der Beweis der Existenz oder Nichtexistenz eines 


= 1) Die in $4, p. 36, des „Entwurfs einer verallgemeinerten Reia- 
tivitätstheorie‘ angegebene Begründung für die Nichtexistenz eines der- 
_ artigen Zusammenhanges hält einer genaueren Überlegung nicht stand. 


(Eingegangen 19. Februar 1914.) 
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Zzusammenhanges würde einen wichtigen theoretiscnen 
. 
Fortschritt bedeuten.!) 
vet 
| | 


a- 
r- 


Messungen der Temperaturdnderung 
von Dielektrizitätskonstanten; 


Aa von Ferdinand Schmidt. 


(Aus dem Radiologischen Institut der Universität Heidelberg.) 
[Auszug des 1. Teiles der Heidelberger Dissertation vom 23. Juli 1918.] 


Einleitung. 


ee Lenard!) hat bei seinen Arbeiten über die Licht- 
emission der Phosphore eine geringe Verschiebung der Er- 
regungsmaxima bei Temperaturänderung beobachtet. Die Ver- 
schiebung ging bei Temperaturerhöhung in der Richtung nach 
den längeren Wellen hin und betrug z. B. für das erste Er- 
regungsmaximum d, der CaBi-«-Bande 5uu bei einer Tempe- 
raturänderung von — 100° bis +17° C. Eine solche Ver- 
schiebung der Erregungsverteilung entspricht aber nach dem 
von Hrn. Lenard nachgewiesenen Zusammenhang mit der 
Dielektrizitätskonstante einem Wachsen der Dielektrizitäts- 
konstante des betreffenden Phosphors. Daher schloß Hr. 
Lenard aus dem Sinn dieser Verschiebungen auf eine Ver- 
größerung der Dielektrizitätskonstanten der Phosphore bei 
Temperaturerhéhung. In der Tat sind Veränderungen der 
Dielektrizitätskonstanten fester Körper mit der Temperatur ge- 
funden worden. Als erste Arbeit über diesen Gegenstand ist 
wohl die von Hrn. W. Cassie”) zu erwähnen, der eine Zu- 
nahme der Dielektrizitätskonstante bei Temperaturerhöhung 
bei Glimmer, Ebonit, Paraffin und zwei Glassorten fand. Die 
Herren Pellat*) und Sacerdote erhielten dagegen bei Pa- 
raffin eine Abnahme der Dielektrizitätskonstante mit wachsen- 
der Temperatur, bei Ebonit jedoch eine Zunahme derselben. 


1) P. Lenard, Ann. d. Phys. 31. p. 667. 1910.und Verhandlungen 
des naturhist. med. Vereins zu Heidelberg. 5. Febr. 1909. p. 22. 

2) W. Cassie, Proc. Roy. Soc. London 46. p. 357. 1889; 49. 
p. 343. 1891. 
8) H. Pellat u. P. Sacerdote, Compt. Rend. 127. p. 544. 1898. _ 
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halten. Die Herren Curie?) und Compan fanden für ver. 
schiedene Glassorten ähnliche Werte wie Hr. Cassie. ‚Für Eis 

konnten die Herren Dewar und Fleming‘) eine bedeutende 
= Zunahme der Dielektrizitätskonstante mit wachsender Tempe- 
© ratur feststellen, ebenso bei einer Reihe gefrorener Lösungen. 
ar a Man sieht aus dieser Zusammenstellung, daß die bis- 
__ herigen Resultate über den Einfluß der Temperatur auf die 
om Dielektrizitätskonstanten fester Körper vielfach einander wider- 
sprechen. Es war daher von Interesse, außer dem CaBi- 
Phosphor auch noch einen anderen festen Körper auf die Ver- 
änderung seiner Dielektrizitätskonstante mit der Temperatur 
hin zu untersuchen, und ich habe dazu Schwefel gewählt, der 
wegen seinen guten isolierenden Eigenschaften eindeutige Re- 


sultate versprach 

: Methode der Messungen und Versuchsanordnung. — 3 

rn Wegen der Kleinheit der zu untersuchenden Änderungen 

der Dielektrizitätskonstanten mußte eine spezielle Differential- 

methode ausgearbeitet werden. 
| Er i Fig. 1 zeigt das Schema der 
als Versuchsanordnung. A und B 

sind zwei Plattenkondensatoren, 

ee Pe deren Platten 5, und a, ver- 

tb mittels einer Spannungsbatterie 

IT auf ein gleichgroßes, aber ent- 

gegengesetztes Potential ge- 

bb, | ; 

brachtwurden. Die Platten a, und 
verbunden. Waren beideKonden- 

gattoren von gleicher Kapazität, 

» konnte das Elektrometer keine Elektrizitätsmengen an- 

zeigen. Wurde nun der zu untersuchende Körper zwischen 


4,3, 


1) E. M. L. Bouty, Ann. de chim. et phys. 21. p. 394. 1891. 

2) E. Mattenklodt, Ann. d. Phys. 27. p. 359. 1908, 

8) J. Curie u. P. Compan, Compt. Rend. 134. 1902. 

- J. Dewar u. J. 4 peck ior Proc. Roy. Soc. London 61. p. 2 


E EN Hr. Bouty!) und Hr. Mattenklodt?) konnten keinen Tempe- d 
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die Platten des einen Kondensators gebracht, der andere 
Kondensator durch Verschiebung seiner Platten auf gleiche 
Kapazität wie der erste gebracht, so mußte der Faden des 
Elektrometers einen Ausschlag zeigen, falls sich die Kapazität 
des ersten Kondensators bei Temperaturerhöhung oder -ernie- 
drigung ändern würde. 

Der Kondensator (Fig. 2), der zur Aufnahme des Körpers 
bei der Messung diente, bestand aus einem zylinderförmigen 
Gefäß aus Messing, auf dessen Boden vermittels eines Messing- 
stiftes in der Mitte eine Platte 4 
aus gleichem Metall befestigt 
war. An dem Rande dieser sat 
Platte waren drei Bernstein- ehem 
stückchen C angebracht, die in 
einer Höhe von 2 mm über der wins TE| Thermometer 


unteren Platte die obere Kon- 
densatorplatte B trugen. Von 
fihrte eine mit Federkontakt D 
versehene Stange durch das 
Bernsteinstiick E isoliert ins 
Freie. Auf dem Boden des Ge- 
fäßes bis hinauf zur unteren 
Platte des Kondensators befand 
sich Quecksilber, das dazu diente, 
die Wärme möglichst gleich- 
mäßig auf die Platte zu leiten. 
Auch bei sehr tiefen Temperaturen bis zu — 180° C. bewährte 
sich das Quecksilber sehr gut. Es verursachte keinerlei De- 
formationen des Kondensators. Die Röhre F wurde sehr lang 
gehalten, um ein Beschlagen der oberen Bernsteinisolation mit 
Wasserdampf zu verhindern. 

Bevor der Phosphor in das Gefäß gebracht wurde, wurde 
er fein zerstoßen und in einem Vakuumexsikkator getrocknet. 
Da er die obere Kondensatorplatte nicht berührte, war eine 
vollkommene Isolation nicht nötig. Mit dem Phosphor wurden 
auch kleine Gefäßchen mit P,O, in das Beobachtungsgefäß 
gebracht. Durch eine Röhre im Deckel des Gefäßes stand 
das Innere mit einem Phosphorpentoxydturm in Verbindung, 
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der den Zweck hatte, ein Zustrémen von trockener Luft bei 
Temperaturerniedrigung zu ermöglichen. Durch eine zweite 
Öffnung im Deckel der Büchse konnte in das Innere ein 
Pentanthermometer eingeführt werden, dessen unteres Ende 
in ein Gefäß mit Messingfeilspänen tauchte, das auf der oberen 
Kondensatorplatte aufgelötet war. Bei Ausführung der Mes- 
sung wurde das Thermometer etwas in die Höhe geschoben, 
In die Öffnung war das Thermometer mit einem Gummipfropf 
eingelassen. Der Deckel der Büchse wurde mit Gummi ge- 
dichtet. Die Büchse wurde sodann in ein Dewärsches Gefäß 
mit Kältemischung gestellt und das Ganze mit einer Watte. 
packung umgeben. 

Der Vergleichskondensator bestand aus zwei gegeneinander 
verschiebbaren Messingplatten von 7.43 cm Radius. Als Meb- 
instrument diente ein sehr empfindliches Elster- und Geitel- 

sches Einfadenelektrometer mit Zambonisäulen. Die Kapazität 
der Zuleitung und des Elektrometers wurde mit einem ge- 
Kondensator bestimmt. ren 

Ausführung der Versuche. 
x Der benutzte Schwefel war ein zerriebener Schwefel- 
_ kristall vom spezifischen Gewicht 1,9892. Der CaBi-Phosphor 
war nach den Angaben der Herren Lenard und Klatt') 
bereitet. 

Wa, Waren die ‚Kondensatoren vom Beginn der Temperatur- 


er temperatur unter Spannung, so zeigten sich verschiedene 
Störungen, die auf Deformationen des Gefäßes beim plötz- 
lichen Eintauchen in die Kältemischung zurückzuführen waren. 
Um diese Störungen zu beseitigen, wurde der Phosphor zu- 
erst auf eine bestimmte Temperatur erkalten lassen, dann erst 
Spannung angelegt und der Ausschlag abgelesen. 

AP SR: Die folgende Tab. 1 zeigt den Ausschlag des Elektro- 
 meterfadens in Skalenteilen einmal, wenn sich Luft zwischen 
» den Kondensatorplatten befand, oder wenn Schwefel oder der 
_ Phosphor den Zwischenraum der Platten ausfüllten. Man 


1) P. Lenard u. V. Klatt, Ann. d. Phys. 15. p. 659. 1904; und 
wie CaBiNa in Tab. Net 
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sieht, daß bei dem Versuch mit Luft sich keinerlei Kapazitäts- 
änderungen, etwa durch Dimensionsänderungen des Gefäßes 
hervorgerufen, bei Erhöhung oder Erniedrigung der Tempe- 
ratur bemerkbar machen. Ganz anders liegt die Sache bei 
den Versuchen mit Schwefel und dem Phosphor. Hier ist die 
Änderung der Kapazität gut meßbar, und zwar zeigte sich bei 
allen Versuchen, daß die Dielektrizitätskonstante sowohl des 
Schwefels als auch die des Phosphors mit Erhöhung der Tem- 
peratur wächst. Die Kontrollversuche mit Luft wurden jedes- 
mal vor und nach einem Versuch mit den beiden Körpern 
angestellt, um ganz sicher zu gehen, daß keinerlei Störungen 
den Effekt fälschen konnten. 


Tabelle 1. 


Empfindlichkeit 
Dielek Temp. Page 
trikum Skalenteile Skt./Volt 
Luft |+16°| 0,0| +08) 0,0) 06 | -0,1| 0,0 44,5 
Luft 05) 00) 0,0] 08) 0,0/ 0, 44,5 
Schwefel! +20°| 00| 0,0! 0,0! 00! 0,| 00 44,5 
Schwefel|+ 80°} 48| 58| 5,8] 5,0/ 5,0] 5,2 44,5 
CaBiNal+18°! 10| 00! -05! 00! 08! 00 53,0 
CaBiNa | -55°| 13,5 | 13,8 | 13,6| 14,0 | 14,0 | 14,0 53,0 
Luft |+18°| 00| 00] 02| 00 58,0 
Luft -55°| 01| 00!-08| 00] 00 58,0 


Da sich der Ausschlag, wie obige Tabelle zeigt, als kon- 
stant bei gleicher Temperatur erwies, konnte zu REN 


Messungen geschritten werden. EI 


Berechnung des Temperaturkoeffizienten der Dielektrizitäts- 
konstante für 1° C. 

Die im Elektrometer gemessene Elektrizitätsmenge E 
muß proportional sein der Veränderung der Dielektrizitäts- 
konstante des Körpers ds für 1° C., der angelegten Spannung VJ, 
dem Temperaturintervall r, in dem beobachtet wurde, und einer 
konstanten Größe a, die abhängig ist von der Beschaffenheit 
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Man hat also die Gleichung 
Die Konstante a kann sehr leicht experimentell durch die 
Einführung des Vergleichskondensators bestimmt werden, in- 
dem die Kapazität C des letzteren aus seinen Dimensionen 
"berechnet wird. Diese ist gleich der des Untersuchungsgefäßes, 
also C = a-s, worin « die Dielektrizitätskonstante des zu unter- 
_ suchenden Körpers bedeutet. Aus dem beobachteten Elekro- 


der Kapazität des gesamten Systems kann man die Elek- 
_ trizitiitsmenge J berechnen. Es ergibt sich dann unter Ein- 
aller Werte in die obige Gleichung: 
C-8Vee 


Resultate. 

Es wurden folgende Temperaturintervalle benutzt: 
5 +20° bis +80°C., erhalten durch Eintauchen des Ge- 
 fäßes in siedendes Wasser, das während der ganzen Dauer 
Sire des Versuches auf seiner Siedetemperatur gehalten wurde. 

+ 20° bis —10°C., erhalten durch Eintauchen in eine 
_ Kailtemischung von Eis und Kochsalz. 

4 +20° bis —53° C. durch Eintauchen in eine Kälte- 
- mischung von fester Kohlensäure und Alkohol. 


+20° bis — 160° C. durch Eintauchen in flüssige Luft. 


age Se Bei der Berechnung wurde als Dielektrizitätskonstante bei 
17°C, für den Schwefel « = 4,027 angenommen, wie sie Hr. 

Bicker?) für Schwefelplatten aus demselben Rohmaterial?) ge- 
_ funden hat; für den Phosphor « = 8,07.°) 


1) E. Ficker, Diss. Leipzig 1909. p. 27. a a 
2) Sulfur purissimum cryst. von Merck in Darmstadt. 1. 
8) B. Winawer, Diss. Heidelberg 1909. 32. 
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Tabelle 2. 


Schwefel CaBiNa-Phosphor 


D.K.beid.|de für| og, |O-R.beid.|de für 
Endtemp.| 1°C. Endtemp.| 1° C. 


+16° bis +80° | 4,11 
+20° „ +65° | 4,07 0,0009 


Temperatur ° C. 


+20° „ —10° | 38,99 0,0012 +18° bis — 2° 8,08 | 0,0019 
= — — |+18° „ —58* 7,04 0,0017 

— +18° „ —55° |7,93f 10,0019 
+18° bis — 140° |3,87 0,0010 +18° „ — 160°|7,54 0,0030 
+18° „ +140° soo} & 0,0008 +18° ,, —160° wel 00 0,0017 
+18° — 160° 17,68 0,0022 


Mittel = 0,0010 Mittel =| 0,0021 


In der Tab. 2 sind die Versuchsergebnisse übersichtlich 
zusammengestellt. In den beiden beifolgenden Kurven ist als 
Abzisse die Temperatur und als. Ordinate die Dielektrizitäts- 
konstante aufgetragen. Man sieht, daß die Dielektrizitäts- 
konstante ziemlich — mit sa Temperatur wächst. 


-273 -230 190-150-110 -70 -30 -10 -50 -90 273-230 190 -150-110 30 -30 +10 +50 #00 


Wert der Dielektrizitätskonstante 


Temperatur 


Berechnet man aus der eingangs erwähnten Verschiebung 
des Erregungsmaximums d, der «-Bande des CaBi-Phosphors 
den Temperaturkoeffizient der Dielektriziiäiekonstante unter 
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‘or 
= 418 un)! 2 
erhält man für dé den 0,002, mit 
dem von mir gefundenen Wert von 0,0021 übereinstimmt. Aus 
da Verschiebung der a- Bande selbst, welche Hr. Borissow% 
i  messend verfolgen konnte, erhält man einen Wert von 0,008, 
5 welcher weniger gut mit dem von mir direkt gemessenen Wert 
stimmt. Daß aber die Wellenlängen der Banden, im Gegen» 
satz zu den Wellenlängen der d-Erregungsmaxima, durchaus 
nicht immer nach der Dielektrizitätskonstante des Phosphors 
sich richten, ist von Hrn. Lenard’) an einer großen Anzahl von 
_ Banden bereits festgestellt worden, und Hr. Borisso w hat speziell 
die Wismutbanden eingehend mit demselben Resultate darauf. 
hin untersucht. Die von mir gefundenen Anderungen der 
Dielektrizitätskonstante des CaBi-Phosphors sind also in voll 
- kommener Übereinstimmung mit dem, was aus den Phospho- 

-reszenzeigenschaften zu erwarten war. 


Zum Schlusse möchte ich Hrn. Geheimrat Lenard und 
Hrn. Privatdozent Dr. Ramsauer für das stets rege Interesse, 
das sie dieser Arbeit entgegengebracht haben, meinen in 
Dank aussprechen. 


1) P. Lenard, Sitzungsber. der Heidelberger Akademie der Wissen- 
schaften. Math.-phys. Klasse 1912, 5. Abhandlung p. 10. Es ist dar 
auf meine damals schon vollendete Arbeit bereits Bezug genommen. 

2) P. Borissow, Ann. d. Phys. 42. p. 1321ff. 1913. 

5 8) P. Lenard, l.c. p. 654ff. 1910. 
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